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ETUDE DE QUELQUES AUTOMORPHISMES DE HTiE,Gi

Résumé : HE étant un espace vectoriel réel, © une forme symplectique sur
E , j'appellerai opérateur symplectique (resp. antisymplectique) tout
&lément de £ (H, H) vérifiant o(Ty, Te) = o (¥ ,9) (resp.
c{T¢ ,Te) ==-0(¥,¢)) pour tout ¥ ,¢ €H. Je montre que ces
opérateurs induisent sur E;TET:FF_ des automorphismes (resp.
antiautomorphismes) qui sont une généralisation des automorphismes
induits par le groupe de Lorentz £* {resp.ﬂ* ). Pour toute représen-
tation de Fock, je donne un critére d'implémentation de ces automor-
phismes (resp. antiautomorphismes) induits. J'étudie en outre la
C*-algébre des bosons scalaires chargés et l'opérateur de conjugaison
de charge qui est un opérateur symplectique particulier. Enfin je
définis les automorphismes de jauge, généralisation de la transfor-
mation de jauge habituelle et je donne A nouveau un critére d'implé-
mentation de ces automorphismes pour une représentation de Fock

guelcongue.
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1 - COMPLEMENTS SUR M,(# ¢

1.1. Définition de dy

Dtaprés ([1], théoréme 21) nous savons que ™, ()
et TXJEH-,.G',E’ ne dépendernt pas du systéme & . Nous choisirons donc
comme systéme G , l'ensemble de tous les sous espaces vectoriels

réguliers de 1, de dimension finie.

; 155, 0 ( Pour tout YeéH et pour tout E;)EF €& tels que
Ve, (dy, Ea) ~ (44 ,Ep) .

P i T Y

Soit E, un é&lément de G vérifiant E UEg<= Ey
I1 est clair gue - J . Ceci nous permet de noter la

L e, iy
classe (J‘WE«) par &r "

Talas ( rj; = {Jn){a}f est 1'élément neutre de H,{'H',-fj

A cause de la continuité de la convolution gauche il suf-
.-ﬂ"'"““w..r _ ;
fit de vérifier que pour tout ‘LL=(,P*4;E¢¢ &m{w, in}-_}“«‘-‘i’ .
Mais ceci est évident, puisque CFE 9 J;.—.ef. y le second membre étant
‘J

considéré comme élément de Q. {E—J .

1.2. Etude de la forme positive @

Une structure préhilbertienne o -permise sur {'H) o)
est définie par un opérateur linéaire J deH & condition que
T e , que rff‘t}TﬂP}=f‘(ﬂkpj pour tout W4 €H et que la forme sy-

métrique bilinéaire A(W¥=_¢(T¥ ¢} soit positive définie.




.

1.2.1 ( Pour toute structure préhilbertiemne o -permise, €,

(est un état.

Cette proposition se déduit immédiatement de (3],

1.3.6, 2.1.1, 2.1.4.) et de cafd)=l .

1.2.82 EPour' toute structure préhilbeftienne o =-permise, ¢,

(est une forme pure.

Supposons que F_ soit une forme positive sur M (4q)
majorée par w , ¢'est-a-dire, que pour tout eM i) |
‘?’.‘“‘:“Hé w(fap} o« Nous allons montrer qu'il existe A , tel gque

)(1:*“ , avec 0§ ALl . Soient g, et E,ts' tels que B, = E, |

ceci implique que M, (E ) € M(Bpy® . Pour tout paeM,(Eg,)
B, &) % (o B A TR x T F) = Gt (38 x ) o
(R e (e, o (pd= e (Bl B) et R (9= ¥77
Ltapplication F-c;}"“ --—-vF[ﬁ':ET) est une forme positive con-
tinue de M,(E.,¥) , qui peut 2tre étendue 2 m] , majorée
par G « D'aprés ([1] , théoréme 16), w, est un état pur ce qui im-
plique qu'il existe un nombre réel ), tel gue g(:-}“.:,.;t ol Of hal)
De méme on montre que F’ =A, o o 0< ALl - Four un pge M (Ey,=)

tel que i, (k) 20 (on pourrait prendre J‘, par exemple), nous avons:

B, (% o romf (s (TR £, ()

car [ ?5" }L‘,Eﬂ) N{}-L.., E'..) « D'oll nous tirons
M@ (P e M) = Aa @ (Ra)  + Comme wy (9 Ped) = i ( pv)

(voir [1], § 5) nous avons )y = ), + Scient maintenant E. et B

deux é&léments quelconques de & . Nous savons qu'il existe EIHE
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tel que E Vg Ey - D'aprés ce qui précéde, )\ =)hy €T hg=hy - D'od

PURSE PR et #x jes sur W€ (H,o) - Cette égalité est encore vraie

sur M, E-Ii-l'-irj puisque que P et & sont continues.
De {[3] ,2.5.4.) nous déduisons que la représentation

de Fock correspondante ™ est irréductible.

1.2.3. ESupposnns que T et T' soient deux opérateurs de M
(définissant deux structures préhilbertiennes e-permises
(et que 4 et 4" soient les parties réelles des formes

(

(hermitiennes correspondantes. Alors,

%:Uﬁi Mﬂ;:ﬂ;‘ “-4-4’ = I"I’.

p e ey
G =ty _q-Q;-ﬂ‘-car pour tout {F;,E‘)E IJI,{'H,-—) #

ey (H;E&J} =y (m) si et seulement si H*{IE&IEJ:}"‘{R}IEJ,
Comme M (&) sépare G (g) , nous avons ), |E =, |Ex - Ex
étant quelcongque dans (5 et (& étant absorbant pour # , nous avons
0. - S, . La démonstration dans le sens inverse est évidente,

_Q;gﬂlfﬂ A=A" est due au fait gue l'exponertielle
est une fonction injective et au fait que A(¥,¥=4'(¥¥) pour tout
wet si et seulement si, A= 4" . Bn effet,a (¥,¥)= 4’ (¥,¥) pour tout
Wwed , implique que pour tout ‘-P',‘ff:‘H' s Alpad, ¥+4) = A (w9, ¥veP)
d'ol nous tirons que A(¥ ¥=2'(2Y.

As4 4> T=J' @st due au fait que o est régulidre.

Fotons par Nuw, , 1'idéal & gauche formé des p e M(#9

tels que {...5{}*-"}-9 =0 , et par I_’_. l'espace vectoriel Htﬂ,a/ﬂ .
2 iy

Nous savons que G/, par passage au quotient, définit sur [ o une
4
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structure préhilbertienne. D'apras ((3] ,2.8.5.) et 1.2.2.,]"‘

est un espace de Hilbert. Les éléments de I

x seront notés ?'.

ol }.u': M(H#, ) .
128, L'ensemble ﬁ-:—{ﬁ \\FEH} est dense dans I-l'a i

I1 suffit de montrer que A est dense dans m{’t’rﬁ/ﬂ% i
c'est-a-dire que le sous-espace de ]}t:t[{-},oj/w orthogonal 4 & se ré-
auit 3 (o) -

Soient J..Lem‘,“hrj , tel que m[ihtﬂiﬂ , pour tout we¥ , et

(H«,E«) un élément de P tel que e Ey + Nous avons,

w (4, vﬁ) e W{{*!}'—):. Wy (£*1H=|{"£~H‘H (Jl'lE.lJ =
(Pax (RIEY) (W =0, ¥ v etk = (pExpax (X 1EY) (0 =
(P % P (RVIEY = 03 (Farp)=w (P =0 =>

A€ H“’a ) C'est-a-dire, 1 =0 .

» Etude de la norme de Schridinger.

ek (¢ P M, Ht®= o LA = (w0l

ve Biea ew( Y= ¥)

LY
I1 est évident que pw(pft= %.'EJ E'—u.}m;— -
Y&
W (VT pad) o aup @O xpxp o) 5 o
' & Pproposition
i @O ) Y S P

sera établie quand nous aurons montré que pour tout L& %, (-H-,r) A
ke Lﬁi\;‘#ﬁi Soit E)e ; alor
= * =l s
= ke o e Liaa
- »

) i o A
P<f= 1§ gtz ol




WG
L'inégalité inverse est vraie, puisque pour tout v € W&(Hha |
et pour tout {ﬂ,,EP}f v tel que g, =5, nous avons ,

N O R N PR O 4

f-v‘_f 5, 5" x (95,8p) - W (" x )
AN o P

T3, 2. (Pour toute structure préhilbertienne & -permise,

(
((dy) est fortement continue en ¥

Nous savons que pour tout }.LE ,[-H];j » i1 existe

n A
V=7 C“:QL tel que ([p-YI4L &, ; alors

v L=l

VLT (&) ~Tr (G Rl =1 L &7 ™ (die ~TEIRE L I T ()T &)TRH

1= &7 IARI G 1 IR TIHILTCoa) TEPI 13-V Y
D'une part, ¢ étant continue enV¥ il existe un voisinage V| deV,,
tel que eV =» [1- @' " %" lé%lp“ . D'autre part, en posant
Yoy, 1037 [4)-T&)] V=V <[y ~§1xLdy-&]xV) £
2OV - (V' xSy x¥)]. Comma w (VX dgxV) = l%'tafjc-(&q“ﬁf“q
= i ¢ g e MW ittt Y) oo Y-+ )

oy = _
est bien continue en ', il existe un voisinage V, de ¥ , tel
que eV => IITE)TULIIIC £/ | Doy, PeV, Y  implique
BT (o) TR I <€ -
Remarque : Cette proposition implique que Tr(d)) est faiblement
continue en P , c'est-A-dire, gque pour tout M oet ¥VE m =
(V'8 )= (FITEIPB)  cst continue en ¥



i

T+3.35 Four toute structure préhilbertienne o -permise de

(#,0) et pour tout 'f'e-f?-ff,
E ™(d,) e Tr{'ii,ﬂl-,g—]j-sr.: Trfl!if#,ri)': LIy .

Les lettres § et w indiquent que la fermeture considé-
rée est la Permeture forte ou faible. Cette proposition est une con-

séquence immédiate de 1.3.2.

——

1.3.4. M, (4,01 est la C‘—algébre enveloppante de M, (#,) .

Cette proposition se déduit d'une proposition plus géné-

rale :
1:3.5: ESoit 0¢ un algébre de Banach involutive admettant une
Ereprésmtatiun injective M, , la C*—algébre envelop=-
(pante de O6 est la C -algébre O¢ complétée de 0% ,
(
(pour 1a norme Id, = Im&f .
Soit # 1'ensemble des représentations de (¢ . Comme &%
admet une représentation injective , Hﬂif-::‘x frez) | est une

norme. Hous savons que la complétion ¢ de (% pour cette norme est
la C'—algé';re enveloppante de ¢ . La proposition sera établie quand
nous aurons montré gque H-q;: f=le . Ceci est vrai car izl £ '.I‘I-I’,

donc T, peut s'étendre A 0% T, étant injective Ml = 1=, ==l .
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5 - AUTOMORPHISMES D'UNE C -ALGEBRE ET REPRESENTATIONS

Soient O¢ une C -algdbre et aut(®) 1'ensemble des
automorphismes de ¥ . Four tout T e aut ffx} et pour tout x (¢, nous
T Ll

écrirons 1 et = au lieu de T(® et T (x) . Il est clair que

&) () = 2 et que fx7f =i 2™ =020 .

2.1. Formes positives.

Soit f une forme positive de (% . Pour tout Teg u,wl;{fx},

posons ]Q'(::} =F{=") pour tout xe Of. La proposition suivante est

immédiate :
2.9, {Pnur tout T e aut{Cxy),
T v
# est une forme positive &% P est une forme positi-

(ve. De plus ﬂ-ﬁ[:ﬂ .PT]f' ;

Hous en déduisons que i Q est un état &= ,PT est
un état.
2,1.2, Pour tout T € autﬂx},

{? est Pf'-ll‘e.é#agr est pure.

Supposons que-F soit pure et que f soit une forme posi-
tive vérifiant ffﬁ;'x} £ ?T[‘I*-:I:} pour tout xe® ; ceci implique que
'F.ﬂ{t.ﬂ £ -P('::" %) . Comme § est pure nous en déduisons, 'ET;'?"F
avec O£ X £ | . D'old 'F.’-"H?T avec Og A £! , ce qui prouve que

fr est pure, La réciproque se démontre de FPagon analogue.



Soit T une représentation de (¢ dans # . Pour tout
T € aut (%) , nous écrirons WT(x)=T(x") pour tout xe CC .
Kous dirons que T est implémentable pour 1T si et seulement si , 1T
est unitairement équivalent & TT , (c'est-a-dire, il existe un opéra-
teur unitaire U(T) & f(‘H‘} tel que T (x)= UT)Tr(x) Ucr)™ , pour
tout % € ). Notons par m.t”{'ﬂ's’) y l'ensemble des automorphismes

de ¢ implémentables pour TT .

2.2.1. gscit Tr une représentation de Of . Alors, aut,(0g)

est un sous-groupe de aut((%). Si de plus T est irré-
Eductible, 1l'application U: T—W(T) est une représenta-
Etiun projective de  auty(O€) , définie 2 une équivalen
(

ce prés.

Pour tout T ,T'e aut (%) et pour tout xeO¥ ,
TTTT‘{:J.—.ZET"'{'::""): Um) T (™) U™ U ) TR UET U, ce
qui implique que T T'e auty (Of). De toute évidence 4 € auty (0O€).
Enfin, pour tout T & aut( D(} , TTTf:,}={_rlj1T{z,] U{T}"' , et, en rempla-
cant X par %'  , nous obtenons "ITT"[:’.]: W' T(x) U (T) . Donc
T & aut fﬂt’} » Supposons maintenant que T soit irréductible. lLa
relation I ()= U(TT™I T (DU [TT*f: umulTiTix) W) )™
montre que U(TT UM u(TT') commate avec TI(x) pour tout
xe O, (3], 2.8.4 et 2.3.1) nous indiquent que

V(TT) = ¢(r, T U(MU(T) o2 § est un miltiplica-
teur (voir [4], appendice). Il est clair que U est une représenta-
tion projective, définie A une équivalence prés.

La proposition suivante est immédiate.
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2.2.2: Pour tout Te-a.u.t{ﬁ;} et pour toute représentation deCc
T est cyclique, si et seulement si, 7T est cyclique.
I.m.t:n':*s T et T admettent le m@me vecteur cyclique. En
outre 7T est irréductible, si et seulement si, TTT est

(irréductible.

2.3. Formes positives et représentations

Soient T une représentation de OC dans 4 , T un élément
de 4 et T un élément de Mh(ﬂj ¥ est la forme associée A T
et? s 51 et seulement si, ’QT est la forme associée & T et 13

effet

Px)= (¥ )T@E)<e=> -PT{"I}=f”fITFT(*J}‘)

263474 Scient TT une représentation cyclique admettant 3' pour

vecteur cyclique et 7? la forme associée & et F
T € out(Cr) est tel que ?EL.-FT alors, Te auk, (01)
(M¥=%

En utilisant 2.2.2., on voit que cette proposition est un

cas particulier ([3] , 2.4.1.).

2.3.2. est un état pur et 1T la représentation définie par

? {vazr 3] , 2.4.5.), alers. Te Mf@;‘ si et seulement

Esi il existe un élément unitaire y de OF {Eﬂ étant la

*—algébre déduite de O¢ par adjonction d'un élément uni-

té), tel que ]9{::} {(LL =Wl |, pour tout ‘X e & .
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En utilisant 2.1.1. et 2.1.2., on voit que cette proposi-

tion est un cas particulier de ([3] , 2.8.6.).

2.3,1, et 2.3,2. nous permettent de voir sur les formes
associées, si un automorphisme est implémentable pour une représenta-

tion donnée. Nous les utiliserons dans la suite.



i .
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3 - AUTOMORPHISMES DE M,(#,#) INDUITS PAR

LES OPERATEURS SYMPLECTIQUES DE (#,7).

- g o9 Dgérateurs Sym Electiﬂes =

# étant un espace vectoriel réel, o une forme symplecti-
que, nous dirons d'un opérateur linéaire T de # , qu'il est symplec=-
tique, si et seulement si, T est surjectif et o (T¥,TY¥=0(v,Y)
pour tout ¥, et . Notons par S5(#,9) 1'ensemble des opérateurs

symplectiques de (#, o)
. ] (Pour tout Te S(#,3), T est régulier et T e S(#h )

Si Ye-AnT , pour tout @e# nous avons g (T, T =0 (¥ 40

D'od W=0 . En outre, pour tout WGeH , o{T ¥, T°¢)=0 (T, TT'Puo(¥,4).

3.1.2. Soient E un sous-espace vectoriel de # , T un élément
{de S, '-r,}. Alecrs, E est régulier si et seulement si

(TE est régulier.

Cette proposition est immédiate. Nous en déduisons que les

les &léments de 5(H,0) 1laissent G invariant.

3.1.3. (Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie,
EF un espace vectoriel normé. Alors, toutes les applications

(1inéaires de E dans F sont continues.

Soient T une application linéaire de E dans F ,@,...,8,
une base de ferT que nous complétons par €. pour aveir

une base de F . Nous savons que f:T{Q_"] g 4% og L:TfEJ r est



=] 3=

une base de vof T, que la norme “E z.el= E_ {xz;] est équivalente

4 la norme de E et que la norme HZ $i)= f EA est équiva-

lente 3 la norme de T restreinte 2 u-uf.T Cependant I|T{£ % e.]“--

13 % & = 35 | Xl W mo@l s ce qut prowe

imy
la continuité de T
3.1:4. Soit B un sous espace vectoriel régulier deH , de
dimension finie. L'application .P R .P"' ot Te § {-H-}g.-} et

?Tf'\“}'#f'l'ﬂ pour tout ¥ g E , est un isomorphisme de

(6(E) sur ¢, (T"E) etde f (E) sw £, (TTE)

Comme E et T~ F sont de dimension finie, nous avons
le droit de parler de 6,(E) et de 6.('1""*5} sans préciser quelle
est la structure préhilbertienne , 0~ -permise que nous prenons sur
(#,07) car toutes les normes sur E et TYE sont équivalentes.
supposons que £ € G.(E) i ceci impligue que = foT est continue
puisque c'est la composition de deux fonctions continues. En outre,
We dé? 'P? si et seulement si, T¥eE. D'od M:F?T-T"E . Comme .\P
s'annule A& 1'infini, pour tout £ >0, il existe un compact Qc=E
tel que YEQ implique [f(¥)}]< € . Donc pour tout YET™Q (qui
est compact puisque T~ est continue), I'FT‘!‘”(E . Ceci nous montre
que §7€ G,(T7E). Les propristés («f+p3) =uf + P et (§YTFT"
pour tout o , B eC ot pour tout )?, Ge 6 fE) sont évidentes. Nous
avons encore M of #7 car Sup 18I Zu 110V et @)=y
car ('? H’r)_ ?{ T\F)z W = (?7 ("f‘) . L'application ,F.qap"r
est une bijection car elle admet pour fonction inverse, l'application

-F -___;,,DT: Enfin T étant symplectique, cl#ﬂff'-ﬂ = d..‘l'ﬁ,. (T"F)- d-""u-('t'*‘;!-'},
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dtoh HFFIE='{]?wa"d.m{.IF} =[ 12Tt dmg () =j 7 dme (Y=
TE
TN

3.1.5 Liapplication Ty :}L—-‘r}-'-hr o TeS(HHT) et }fﬂ? :}L(F’j

M(TE, ") qui peut 8tre étendu en un isomorphisme de

E*cur tout ?r_: {5’ (E} , est un isomorphisme de M, {E Cﬂ') SUr
{

En utilisant 3.71.4. cette proposition est immédiate.

([3} s 1:3.7< et 1.8.1:) impliquent +

[

.1.6. Ft}f[j. =[H, et i]T'I‘.L{}-lT_}]f.-_HTrt ()] 4 pour tout peM,(E,0)
et TES(H,U"JJFFH =] pour tout }A&M,(E:G'J et

ETE Sin oy,

3.7, ()= dhy powr tout Ve E er TeS(#,0).

moesret (&)7(F)= & (£7)=7(¥) < R(TH=y (P)
pour tout -?E E;(TE)-

3.2. dutomorphismes de M, (H,07) , induits par les éléments de SH}FG‘},

Soit T un élément quelconque de S(¥, g); pour tout

(
(
E E G tel que Esc EF et pour tout M€ M.,qu,Gj
{

T T
nous avons, (EFF ].L.() = (JL:'E“TEq}L" )

o st {7 €,(7E) (9, , W)= AR,
{ﬁﬁ}'r'f* }.idr)ff'ri)= }J..(Tfﬁ-r"l TE'Q() et 1la proposition =e déduit

du fait que ("FT_‘ITE'#.)T = 1?_“’:'4 ; en effet, pour tout YeE, ,

(FITEDT (V) = 27" (T¥) = Rry).
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8.2.2. (Seit T un élément quelconque de 5(#,0) . Adlors,

{
( (P<,B) ~(py,E,) si et seulement si (S TRy 1 TEy) .

(M, EQ v (Hp3 Ep) si et seulement si, il existe E,e€

tel que E,UE, =Ey et ?EnE Pu = B’Er . Jp - D'aprés 3.2.1.,
cette &galité est vraie, si et seulement si, (j’TE;TE }.L_( (Jo: }_‘_;
.1 l'. TE,TEy 1

clest-a-dire, si et seulement si (M, TEy)~ (Pa,T &) .

Cette derniére proposition donne un sens & la définition
suivante : pour tout {ﬁ} e (% o) et Tes(n,9), {‘;,TE‘.;Z(E:E‘}“.
([11, 83) et 3.1.6. nous montrent que pour tout & m.fi-l-,fj et
TeSUha), |FI =lIF) et §FI,=||)] . Nous avons donc un auto-

morphisme de [)f,(#,0) qui peut Btre étendu & M, (4,0 et M, (#,0)

3.2.3. L'application <: SL'_‘H',U"J-—-—--p- M(H.f*;'?':'}

T — = 7Y, ,est un monomorphisme. |

Vérifions sur J}ﬂ,ﬁ-}-,a—} s que “t?.r,='”t'.'.,..“‘l.‘1-'. Par continuité

cette égalité s'étendra A m Pour tout m e N, (H, “',}
g _,....---"""'---,.

( M, E-q) -—(}-“T” T EJ et ( m ) ;(}Q"’,TE’_& z:{U-hF TR
Or pour tout fe € (TT'EL) , (§7) T @en W= ()T
ce qui prouve que .., = T,-T+'. Montrons que - est injectif :
Supposons que <Y, = %, ¢e qui implique que pour tout [mt? 0, (o) |
(_].L.?',TE.,} N(H:', T'E'} - Ainsi, pour tout Epe€ & et vérifiant |
TE UT'E cEy, Pour tout '1?5 ea(E;} nous avons, P.‘T(!F|TE¢)=}’-:'(¥ITJ£:);
d'od P{#*{E‘]-)J*{;TFIE.J , pour tout M € M.(E<y@) . Comme
M (Ex, o) sipare B, fE.-,} , nous avons : pour tout e E_ ,FfT‘FJ=P(TI‘P}-

Cette égalité étant vraie pour tout fsé’._(gr} , et Q(Er) séparant



.l

Ey TY =T'Y pour tout YeEy . Or Ey est un élément gquelconque

de @ , lequel est un systéme absorbant pour +H . Donc a1

Nous pouvons donc considérer S(#,0) , comme un sous groupe

de mt‘f M, (4, '-"']) ; c'est ce rious ferons dans la suite.

'3.3. Btude de auby(M(F,5).

A
i

Supposons que J soit un opérateur de # , définissant une
gtructure préhilbertienne o =permise. Soit 4 1l1la pertie réelle de la
forme hermitienne correspondante. Pour tout T€ 5(“:'5, T 7= T T
définit une structure préhilbertienne g -permise, et la partie réelle
de la forme hermitienne correspondante est 47(¥, ¢) =-0(TT¥, @=dTy,T9),
Scit T, la représentation attachée & w, . D'aprés 2.3., '1T_;‘ est la

représentation attachée 2 I‘..d: .
T
3-311 [ 'C.J.ﬁ —— wﬂsr
i
Kous allons le montrer sur n’g,('ﬂ,ﬂj + Pour tout U*..*E;‘)]ERH,#’

C-J; (@]'—" c*-h{mj: E.-J_.,( Wijj = FUT (_Q.; I'T'E..):
e (T | E = P (2| EQ = oy ( T, )

Notons par S, (H,0}=S(#,0) n ﬂ"i'.-(m) . D'aprés
2.3.2. nous savons que TeSy(#,0) » si et seulement =i, il existe wn
unitaire w de M, (¥;0) tel que pour tout pe Mo Ug(}‘Jﬁ%f“-”ﬂﬂl
Un cas trés important que nous rencontrerons dans la suite, est celui
ol W, =Ghr , ce qui impliquera que Teswfﬁf} « A l'aide de 1.2.3,

on voit aisément que



w7

3.3.2 Pour tout Tef(he) , @Lh=Wyr , si et seulement si,

([T, J]=0

| J 'i'_:li'

Donc  §T(#,0) ={TeS(#,¢)| LT, T] =0} est un sous-groupe
de So(#07. I1 est &vident que Iéf(*:d . BEn résumé, nous avons :

§T(t, 0) =5, (#, 0) = aunt.( MET).

.
i

' 3.4. Représentation de Fock "invariante de Lorentz" et 2t

Placons-nous dans le cas od #=K_ et ox o (¢, ¥ =
j{j\{({}"{' (%) ;:L_{}_“('ZE}} (voir [ 2], chapitres IV et V). 8i A€ T,
alors T, défini par T,{¥) = @A est un &lément de S(K, ,0) .
Le nombre imaginaire ( , définit sur (H;,#‘J une structure hilber-
tienne g-permise. Evidemment I, € .S‘I'(K.: ,ﬂ") s ce qui implique que
_ -d-.n: 4 ol ANJW}-@-{J’?,{{}*‘P:[IJ i-'n-mf{]} » Par conséquent, les

4
éléments de Jf sont implémentables pour la représentation de I-"-::w.:is:Tl:'1 =
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4 - BOSONS SCALAIRES CHARGES

Introduction.

En utilisant les notations de [2] , les bosons scalaires

= chargés peuvent Btre décrits dans un formalisme symétrique de charge,

qui sera exposé dans cette introduction.

Soit I(: l'espace monoparticulaire des bosons, neutres

de masse m . L'espace monoparticulaire des bosons chargés sera

K = I(..: ] K.: ol tﬁ: @ {0] sera 1'espace des particules positives

et {0} &K celui des particules négatives. L'espace des états du

champ, des particules scalaires chargées sera :

cj"(ﬁﬂm]: EBSK“'F .

Définissons les opérateurs 13 , €M par(Tx f)(ﬂnﬁf?—ﬂ

Les opérateurs de champ seront alors :
ARl = e (0, A" )+ o ({245, 0} = & (® +a™ (B
R n) = at{ (Taf, 0ron( (0, Te ')} =T (0 +37(R),
on voit que [ a (%), TFJ.=[a "D 5 " (NI = A"(%-3) . Posons
L. {'-‘-]={'-Trj‘i .ﬂlﬂt_ﬂ ; nous savons que (4= | ‘f—r)= J{i‘~ 'E") .
£ Vieo  J4.=w Sl

Soient en outre @' (Z)=a'((o, %)} . ﬁ*(!}:d’{(?rja}} Lo @)={(%p, )
et ﬁ-T?}: G:{(E,(FI]} « On voit que EQ‘[FL‘E[*{PE.[E,'{r}’gj‘{r’ﬂ_: J(I—Ij
et que [A(D, ¥ (PI_= A(Z-7).

Nous obtenons de véritables opérateurs de d’ (Kﬂ] y &1 les

"étalant" & 1l'aide d'une fonction d'essai #E :ﬁ : |



=19
4 (4 =f1ﬁr{‘i) f(nd= = at{(0 8P} +a { (4= 4,00}

R ()= [F@pmdz= (0] + a-{ (0,8 p}} .

L'ensemble {ﬂ*,“:ﬁc—ﬂﬁ} est dense dans K. . Nous poserons donc

& g +
5 dans la suite, pour tout ? e 1{_"_'

A(&)=a"{(0 )} +a {(},0}
% (2)= a (g0} + o {(0:B)}

La conjugaison de charge C est un opérateur de K_ défini
par ¢+ C (§,9)=(%354) ; da'on ﬂ‘_-;l . On voit que € est une bijection
entre l'ensemble des particules positives et celuil des particules né-
gatives. Enfin, si (¢} 3) est le produit scalaire de ]{: ; nhous

savons que celui de K_ est défini par

€ (£,9)1 (£, )= (£18) + (D7) .

Cette définition implique que, pour tout V¥ w'e K, feviey h=(y |"P'Pj

donc L € S(Kﬂjo'}‘

4,2, Cas d'un espace symplectigue.

Tout ce qui sera fait dans la suite est une généralisation
de 4.1. et de [ 1].

Soit fH,l‘-":l un espace symplectique représentant 1'espace
moncparticulaire des bosons scalaires neutres. Celui gui décrira les
bosons scalaires chargés sera (M ﬂ"'} o H=H St et
{J‘T ['aPJ}}}(,ﬂ'J_,})} =0o(4 }3? + (% %') . La conjugaison de charge
sera 1l'opérateur de -H-J défini par C!F,?}:(?,E} HO0} sera
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1'espace des particules positives et ({0}@# celui des particules
négatives,

Considérons maintenant l'opérateur [ de -H" , défini
par T f#;ﬂ'} =(-P,'§') . Les opérateurs P= LEL et Q= L;—L sont
deux projecteurs complémentaires tels que uvefP= 3 G{‘D} 5 U'“-EQ={QBH‘,
P(.F,}tyr. (.?,DJ et G(P,ﬁ)=fﬂj ¢) . On remarquera de plus que, [
et C € 5(*'1 ') qua Cul o1 et que [ ,C] =0 . Dorénavant,
nous écritons pour tout e -HJ y Y=P¥+Q¥=y Ly . Evidemment
CY-C¥Y et fC¥) =c¥ '

Soient maintenant 4 = ':_'C et qa J;'::- ; ce sont deux
projecteurs complémentaires tels que f{#,?}-(ﬂ ii—? et
r_'{.F 3)-(__1.,—£—i) Pour tout \l-‘.sH‘ ;) POSONS Watrweq¥e=Y.+\t,
Evidemment (F‘l‘i sl et lfr"f'}_ =Y, . Bous aurions donc aussi bien
pu prendre pour espace des particules positives U'D-?qu , pour espace
des particules négatives -'w.fq et pour conjugaison de charge [ .
lﬂ'.l-!P, vl @ - u-n.E-P et :m.u?q' sont réguliers, car pour tout
v ¥et o (XY, x¥)=0te,x¥) ot X=P,Q,4,9 ;i en effet,
si pour tout \we H‘-"1 o uﬂ"{'}f'ﬂ XY) = Q"(‘F,X‘P}, comme g est
régulier, nous avons X‘PJ..-.LO &

Soit J un opérateur de H , définissant une structure pré-
hilbertienne O=permise sur H. Bn posant T'({,g:(.]’?, T?) , DOUS
obtenons un opérateur de 'H: , définissant ure structure préhilbertienne
t:!"’-permise sur 'l‘i" . La partie positive de la forme hermitienne cor-
respondante est -f(fﬁﬂgf‘ﬂ?-'))=——G‘J(T‘{"’:E—J,{ﬂﬁ)-——A(;;r} +5(§s§'*). i
Evidemment C € 51.('”:, 'Tﬂ ; donc, la conjugaison de charge est implé-

mentable pour la représentation de Fock TT:!; associte & S SO




|

De m@me que dans ([ 1] , chapitre 5), nous définissons

1'opérateur de champ associé & la représentation de Fock TT_‘&; par,

BA’L? =i Lo Mj— , de fagon que -1-5[4:&%): éaf‘:?:ﬂ.

»=0 A
Cet opérateur est identique 3 o {(#9)] +a {(§:9)} , d ,%)E #

T T -
défini sur 1'espace de Hilbert J(%J:? S,
=0

4.3. Gogjugaisnn de charge sur un espace s}gglectiﬂe.

Solent f-H-,cd un espace symplectique et T"',C & ‘S(-H-, a—)
s g Curted #tEE, r]_;:ﬂ. Fosons Ps = :r, Q=..|T"'..t,
+= —--*-I:c: qti———fc ' V“-!P- ‘H'* 1 Uﬂ}ﬁtﬂ-' mﬂf—#.‘ﬂ‘* et U'ﬂic? "-"H:'"

Y -
On vérifie comme dans 4.2., que H# , H | H_ et H sont dessous-

espaces vectoriels réguliers de # . Comme CP=@QL et T'T..zq r

on voit que € est une bijection linéaire de ‘H"- sur H et [ une
bijection linéaire de 'H‘.,, sur ‘H: « Pour l'interprétation physique,

rous avons donc le choix suivant : soit H‘* et # seront les espa-
ces positifs et négatifs respectivement avec C comme conjugaison de
charge, soit H‘i_ et H‘_ seront les espaces positifs et négatifs res-
pectivement avec [ comme conjugaison de charge. I1 est clair que #°

est 1'orthogonal de H et t, celui de e .

. Une représentation de Fock TT , sera dite compatible avec

4! g

la conjugaison de charge C y 51 et seulement si, CE\S_“. (‘H.ﬁ'_) .
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5 - GROUPE DES AUTOMORPHISMES DE JAUGE DE M:(ﬂ-'cj‘

—

«1. Préliminaires.

Soit _HI‘ le dual algébrique de H# . Notons par U les nom-

S b

bres complexes de module wnité, par M 1'ensemble des fonctions £rit—>U

et vérifiant les deux propriétés : P(x+y)=m@.&y) , 20 = ’F{"ql
pour tout (x,y)eHxH# , pour tout ) eR .

5.1.1. .,;;?-1 , 81 et seulement si, il existe une seule fonction

( xe H} , vérifiant _f{:}. gx ™

pour tout TEl

Supposons que -?EM . I1 est clair que ‘F{-;}.-_ Eixm ol X
est une fonction : H —>K . Nous devons montrer que xe-H-‘ . Puisque
_;{n;-=,?{=;1‘1 , nous avons e”'m:_ e’ *™ ; arapres (161,9.5.5)
KAz} =) X(@) +Tn(>,x) ok m: Rx#H-—>Z, Zetant l'ensemble des en-
tiers positifs, négatifs et nul., Donc y (M Px)= APX(=+tF2a(ip, 2=
AX(PR)+ETM(A, PR = hAPROI+LTAN(HD +LT m (), Px) et
AN(PyE) =A%)~ n(a, px) - Si A€ R-Q (Q étant 1'ensemble des
rationnels) cette derniére égalité nous montre que (P, x)=0 pour tout

PE'R et pour tout xé H . I1 ne reste plus qu'a montrer l'additivité

de x_ . De ?(-:**}:ffx)#f{f) et de ([E]r 9-5-5-} nous tirons que
X (% +4)= XE)+X (P 2T mexy) o mitx¥ —>Z. Donc oy (p(xe) =
PA(24y) = P X+ PXCY)+ LT Pom (2, )= KPOHX(PY- €T por,pyy @b m (P, PY) = P Cxsg).
En prenant i nouveau Pl:- R-Q@ nous voyons que m(«,i}):ﬂ pour tout

x et yet,

L'unicité de ¥ est immédiate & établir : si x et x'é 'H}

et si e‘x#}= &fozj pour tout xeH , ({81, 9.5.5.) implique que

X (%) =%’ (%)} + 27T (%) ot m:H#—sZ . Par un raisonnement analogue au
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précédent nous voyons que n=0 . |

La réciproque est évidente.

T B Si + est un espace vectoriel topologique et § wn élément
de ¥ (#ﬁ:}- é:ﬂﬂ ol Y€ ‘H‘#J ’ alurs,# est continue si

(et seulement si ¥ est continue..

Si x est continue, £ est continue puisqu'elle est la com- |
position de deux fonctions continues (voir [6], 9.5.7.))

Supposons que ,p soit continue. Pour tout €, 0¢ge¢ | » nOUS
savons que {:t —s €' est un homéomorphisme de J-£ +eL  sur q{J-gﬁ[].-.lé
puisque ¥, #U (voir ([6], 9.5.7.)). "u'; étant un voisinage de 1,
{'(\&} =W,  est un voisinage de 0 dans H . Nous allons montrer
que x(W;) €]-£,+&[ . Pour tout xeW, (puisque 1'application
p—spx est continue),3 P OC p<¢l  tel que PHW; i 'Ff?}:ﬁumé VE
donc il existe k(x)é€]-t ,#E{ tel que eL’”ﬂ= e"ut} , ce qui im-
plique que ¥ (x)= b@)+LTalx): De mBre Y (px)- E(px+ITn(pD)= ptanmpniz)
Comme 0C p¢1 , pbtme]-¢,«e[ et E(pn= pt(x (car Gp est une
bijection). D'oll nous tirons que nipx)= P M{x) et que ;¢ en

prenant p eR-@

8i H est l'espace monoparticulaire , & 1l'opérateur de
champ, la transformation de jauge la plus générale de & , est de la
forme : % —>hah+y od x est R-linéaire & valeurs dans R .
Four obtenir une pareille transformation, pour toute représentation
Ry
de Fock, nous devons trouver un élément de M{'(H.{hﬂ"}') qui trans-

X ixyw ; J i =),
forme cf; en {5*) " .EIIT' &P : carnﬂ{,ﬂ,ﬁ@‘%}temli 1___1‘!"!{5»),

ce qui justifie le paragraphe suivant.
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Eﬂ:ru.r tout xe H-# , 1'application F—*FX ol ?Ifﬂ].ém‘.g[v}
(pour tout Wet , est un automorphisme de €,(E) , quel
\
(

que soit Ee G

En utilisant 3.1.3. cette proposition est immédiate.
D'aprés 3.1.4, et 3.2., llautomorphisme ‘F‘_""le induit sur
H.(f!',r) un automorphisme Tx P .._;)f Ce dernier agit sur mlf{»},gj
o, 1 —— K
de la facon sulvante : pour tout f]“"q,Eq}Ean{'H',r) . {].lﬁg_‘} =P, E s

ol }.15({) .-:jl_((ﬂ quel que soit ,F.E EL(E‘) . En particulier nous

avons

x AW
5.2.2, ( Pour tout X e i'I"F et pour tout Ye H’, fJ‘Jnet ]&p_
5.2.3. -I-.L{ étant considéré comme un groupe additif, l'application

L Hg-——-v*md'(m.ﬁhﬂ)

L

( X ——> 3'1 est un monomorphisme.

f,,.-"""‘--..

s, e ge Lk et [lsle Wil
(}'&554)=U'LI=E-:} , ce qui implique que ).l;?= }.i.: , clest-a-dire
F“H‘n) =H{£A‘) quel que soit 1! & ‘E’,(E‘). f"l.fE‘.HE') séparant E',{'E.(),
?I ._._1;!:!' gquel que soit ? ) @OCE.]. En tenant compte de 5.1.1. nous
avons X |E, = X’|E, - E4 étant quelconque dans & et © étant absor-
bant pour # , nous avons ¥ =Y’ . En outre, sur ']J{I(#,a') , on voit

= XX axy X X
gque x4x" HFZ'II-’ car -TQ =(£) = {?1) .

Le groupe additif -H-F sera donc considéré dans la suite,

comme un sous-groupe (commutatif) du groupe des automorphismes de

M, (#, o) .







