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C*-algébre de relations
de commutation
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J. MANUCEAU

ABSTRACT — We construct explicitly the abstract C*-algebra generated
by Weyl's operators. Its main properties and physically interesting
automorphisms are studied.

I. — INTRODUCTION

Dans tout ce qui suit, nous noterons R (resp. C), le corps des réels (resp.
des complexes).

Soit H un espace préhilbertien, ¢ la partie imaginaire du produit sca-
laire. o est une forme symplectique de H, c’est-a-dire, une forme R-bilinéaire

(olay + 2V, @) = aa(y, @) + 2'o(¥, @),
o(y, ap + 2'Q") = ac(Y, @) + d'aly, @),

pour tout a, a'eR et pour tout ¥, §', ¢, ¢’'e H), antisymétrique

(O{ws (P) . - U'(GD, W)

pour tout ¢, Yy eH) et réguliére (a(y, @) =0 pour tout ¥ eH, implique
¢ = 0). Un systéme de Weyl (ou représentation des relations de commuta-
tion) est une application W de H dans le groupe unitaire des opérateurs
bornés agissant sur un espace de Hilbert et vérifiant les deux propriétés :

a) W )W(ep) = e” ““2'W(y + @) pour tout ¥, peH,
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b) .eR — W(A)) est faiblement (ou fortement) continue pour tout
YeH.

Nous voyons donc que les systémes de Weyl ne dépendent que de la
structure symplectique de H. Cela nous améne a considérer par la suite
un espace symplectique, c’est-a-dire, un espace vectoriel réel H muni
d’'une forme symplectique o. Cet espace sera noté (H, ¢). Dans certains
cas nous serons ameneés a considérer des structures préhilbertiennes o-per-
mises sur (H, o). Une structure préhilbertienne o-permise est donnée par
un opérateur linéaire J de H vérifiant : J2 = — 1, o(Jy, Jo) = oy, @) et
— a(Jy, ¥) = 0 pour tout ¥, e H. Alors en posant iy = Jy ou i est le
nombre imaginaire pur et s(y, @) = a(Jy, @) pour tout , p e H, H devient
un espace vectoriel complexe et h = s + io une forme hermitienne non
dégénérée de H. (H, h) est donc un espace préhilbertien et la partie imagi-
naire de h est précisément g, justifiant ainsi la terminologie.

Le but principal de cet article est de construire une C*-algébre associée
a un espace symplectique (H, o) (nous I'appellerons « C*-algébre des
relations de commutation » et la noterons A(H, o)), telle qu'il y ait une
bijection entre l'ensemble des systémes de Weyl de (H, o) et certaines
représentations de A(H, o).

Le deuxiéme chapitre est consacré a4 la construction de A(H, 0); le
troisiéme sera consacré aux principales propriétés de cette C*-algébre.

Nous étudions dans le quatriéme chapitre certains automorphismes
de A(H, o) ayant un intérét physique. Une étude analogue a déja été faite
dans [2]. Nous en avons repris les démonstrations, plus simples dans le
cadre présent.

2. — DEFINITION DE A(H, o)

2.1. Préliminaires.

Soit (H, o) un espace symplectique. Un sous-espace vectoriel E de H
est dit régulier si ¢ restreinte & E x E est réguliére. Soit & I'ensemble de
tous les sous-espaces vectoriels réguliers de H, de dimension finie.

2.1.1. & est un systéme filtrant (i. e. pour tout E,, E, €%, il existe
E e ¥ tel que E,u E, = E,) et absorbant

(i e.H=|_JE)

de H. Ec¥
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Cette proposition sera établie quand nous aurons prouvé que pour
‘tout sous-espace vectoriel de dimension finie E de H, il existe un élément F
de & tel que Ec F.

Soit E un sous-espace vectoriel de dimension finie de H et e; un élément
de E. Puisque o est réguliére, il existe f; € H tel que o(ey, f;) = 1 ; on pren-
dra f, dans E si possible. Notons E, le sous-espace vectoriel de H engendré
par le couple (e;, f,) et E'; le sous-espace orthogonal 4 E, (i. e. I'ensemble
des xeH tels que a(x, e;) = o(x, f;) =0). Il est clair que E; et E'; sont
réguliers et que H = E, ® E';. Montrons que E=E,nE@E', nE: si
xeE alors x =x; + x, ou x;€E; et x,eE’|. Il reste 4 démontrer que
x,eEetx,eE.Sif, eE, alors x; = ae; + Bf; ol a = a(x,, f)et B=ole,, x,)
ce qui implique x,€E et x, =x — x, €E. Si f, ¢ E, alors o(x, e;) =0 et
comme o(x,, e;) = 0 nous en déduisons que a(x,, ¢;) = 0 donc x, = ae, €E
ol a =a(xy, f;) et x, =x —x,€E. Si E'; nE # {0} nous recommence-
rons cette construction en prenant E’; au lieu de H et E'; n E au lieu de E.
Comme E est de dimension finie, en répétant cette construction un nombre
fini de fois nous obtiendrons un élément F de % (engendré par ey, f;,
e fa,--.,€en f;) tel que ECF. '

2.2. Définition de A(H, o).

Notons A(H, o) I'ensemble des fonctions qui appliquent H dans C et
qui s’annulent sur tous les éléments de H sauf sur un nombre fini d’entre
€ux.

2.2.1. A(H, 6) muni des lois, de Pinvolution et de la norme suivantes :

(@ + bXy) = aly) + by)
(x.a)y) = «.a(y)

(a.b)y) = Za(cp)bw, — e intew) = Z a(y — @)b(p)ei=@¥)

ocH pcH

a*(y) = a(— )
“ a !Il - Zl a((P) Iv va’ bEA(H’ G'), v'pEH, VGEC,
@eH

est une algebre normée involutive.

Les sommes qui interviennent dans les égalités ci-dessus ont un sens
car un nombre fini seulement de termes sont non nuls. La proposition
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est facile a établir ; montrons seulement que (a.b)* = b*.a* et que
lablly <laly-lblly:

(@ B )=V = ) GDH=F=Pe o= ) G~ = Ple”
) ]

= (b*.a*)y) et |a.bl, = Z |Za(<p)b(w — gle~iee)

¥vesH o@cH
< ZZIG&P)I by —@)<llal;. I bl
weH @eH
Notons 3, I'¢lément de A(H, o) qui vérifie : 5,(0) =0 si ¥ #¢ et
o,(0) = 1.
2.2.2. 6,0, =e WO, ., O est lélément neutre de A(H,o0);

(0)* =6_,=(8,)"". De plus Tensemble &6 = {d,|YyecH | est une base
de A(H, o).

Pour démontrer la premiére partie de la proposition il suffit d’utiliser
les définitions. § est un systéme libre car

E¢15¢‘=0¢“ Ea,éh = E |a;| =0<>a; =0, i=1,...,n
|
= =1

i=1
d est un systéme générateur a cause de la définition méme de A(H, o).

2.2.3. A(H, o) est simple.

Montrons que toute représentation n© non dégénérée de A(H, o) est
fidéle. A cause de ([3], 2.2.7) nous pouvons supposer que 7 admet un
vecteur totalisateur . Il est clair que n(d,) est I'identité puisque

m(dp)mlaWro = mlao

pour tout ae A(H, o). Nous allons démontrer par récurrence que
md) = { n(d,) |y eH }

est un systéme libre. Pour tout yeH, n(d,) # 0 car n(d_,) = n(d,)" "
Supposons que tous les sous-systémes de 7(d) de n éléments soient libres
et que

ntl

Za;éh =0

i=1
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Cette derniére égalité implique
(o) = Zbiém
i=1

ol @; = ¥; — Yps, € by = — a;@”¥n++®) D'ol, pour tout y €H,
1:(5,,)1:(60)1[(5_ *) = (Jo),

zbin(ém) = Zb,—e‘z“‘*""n(é,l).
i=1 i=1

L’hypothése de récurrence implique e~ 2“™¥®) = 1 pour tout ¥ € H, donc
@r=...=@,=0ety, = ... =y,

La complétée A,(H, o) de A(H, o) est une algébre de Banach involutive.
Elle est formée de toutes les fonctions a qui appliquent H dans C et en

c’est-a-dire

vérifiant ) |a(y)| < + oo (cette derniére condition implique évidem-

yeH
ment que a s’annule sur tous les éléments de H sauf sur un sous-ensemble

au plus dénombrable d'entre eux).
2.2.4. Ai(H, o) = M,(H, o).

Rappelons que M,(H, o) a ét¢ défini dans [/]. Il n'y a pas d’inclusion
au sens ensembliste, mais nous allons construire un monomorphisme
isométrique de A,(H, o) dans M,(H, o). Considérons ’homomorphisme
défini par T : é,€A(H, 6) = d,eM,(H, 6). Cest cette confusion de
notation que nous justifions. Montrons que T est isométrique. Pour tout

Za,&,i e M,(H, a),

im]

soit E un élément de & (ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
finie et réguliers de H) contenant {y,, ..., ¥, }. Nous savons que

” Z“i‘sw = IES?HF?E) ' Z“if(l/’i)’ =< Z | o .
i=1 . IIfii:=: i=1 i=1

Montrons que cette borne est atteinte.
Posons a; = |a;| e pour tout j =1, ..., n. Considérons une structure
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préhilbertienne o-permise quelconque sur E (elles induisent toutes la
méme topologie puisque dim E < + o). E étant maintenant un espace
vectoriel topologique séparé nous pouvons construire des voisinages V;
des y; disjoints deux a deux. Soit g; la fonction continue a valeurs réelles
qui est égale a 0; sur y; et nulle en dehors de V;; alors f; = e”'9 est une
fonction continue telle que || f; . =1, f(¥)=e et fy(y) =1si y¢V .
Donc f = fi, f5, ..., [, est la fonction de € _(E) telle que || f ||, =1 et

(Z“"s**)‘f )= ZIa L

i=1
T est donc bien isométrique. Il s’étend a A,(H, o) en un monomorphisme
isométrique.

2.3. Définition de A(H, o).

Soit #(H, o) I'ensemble des représentations non dégénérées n de A(H, o)
vérifiant : AleR — n(d,,) est faiblement (ou fortement) continue quel
que soit e H.

2.3.1. Pour tout aeA(H, a), le nombre

| all = sup || n(a) |
nedl

est fini. L'application a — | a || est une norme sur A(H, o) vérifiant .
labll < flall.ibll » Na*li=lall et [a*all=]|al?
quels que soient a, pe A(H, o).

Nous avons déja vu dans 2.2.3 que pour toute représentation m non
dégéneérée de A(H, o) et pour tout yeH, n(d,) est unitaire ; par consé-
quent | n(d,) || = 1. Ceci implique, pour tout

n

Zaié*ieA(H, a), :r( Za,—ém) t < Zla,l = ” Zaié,'

i= i=1

L'application @ — | a | est une norme sur A(H, ¢) (2.2.3). Comme pour
tout me Z(H, o), nous avons | n(a*)| = | n(a)| et | n(a*a)| = || n(a)|?
nous en déduisons : ||a*|| = | a| et |a*a| = | a|?. De plus, quel que
soit ned(H,0), ||nla.b)|<|n(a)|.|nb)|<|al.|bl; donc

labll<lal-lbl

< + 0.
1
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Il est clair que I'algébre A(H, o) complétée de A(H, o) pour la norme
définie dans 2.3.1 est une C*-algébre. Elle est appelée : « C*-algeébre des
relations de commutation». La raison en apparaitra au paragraphe suivant.

Si ne A(H, o), | nla) | < | a || quel que soit ae A(H, o). Par conséquent
il existe une représentation unique 7' de A(H, o) telle que n'|A(H, ¢) = 7.
Pour cela dans tout ce qui va suivre nous supposerons que les éléments
de #(H, o) sont définis sur A(H, ).

3. — PROPRIETES DE A(H, o)

3.1. Représentations des relations de commutation.

Soit #'(H, o) 'ensemble des systémes de Weyl de (H, g).

3.1.1. Pour tout me R(H, o), l'application W définie par W(y) = n(4,)
pour tout e H, est un élément de W (H, o).

Cette proposition se déduit immédiatement des définitions de Z(H, o)
et #(H, o). Réciproquement nous avons

3.1.2. Quel que soit We W (H, o), il existe un et un seul élément n de
R(H, a) qui vérifie : n(é,) = W(Y) pour tout yeH.

Unicité : s'il existe me Z(H, o) vérifiant n(d,) = W(¥) alors, pour tout

Za,&h e A(H, o), n( ZG,{S,‘) = ZOEW(U'Q-'J

ce qui implique I'unicité de 7.

Existence : pour tout Za,«i,,eA(H, g) (ou y¥; # y; si i #j), I'applica-

i=1

’T( Zala*i) = Zacw(u’ls)

i=1 =1

tion n définie par

est un ¢élément de #(H, o). En effet, Iégalité ci-dessus définit bien = car
les J,, sont linéairement indépendants. Les propriétés n(a + b) = n(a) + n(b)
et n(a.b) = n(a).n(b) pour tout a, be A(H, ¢) se déduisent de la définition
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de m, valable méme si les ¥, ie{ 1,2, ..., n}, ne sont pas tous différents :

7(x8,+ BB,) = nl(x + P)S,) = (z + HW() = aW(Y) + FW(¥), pour tout a,
BeC et YyeH. La propriété n(xa) = xn(a) pour tout xeC et ac A(H, o)
est évidente. Enfin, n(a)* = m(a*) quel que soit ae A(H, o) car
W()* = W(— i) ; en effet, par définition méme de ¥ (H, o),

W)W(—y) = W(— ¥)W(Y) = W(0)

qui est I'identité, puisque dans le groupe unitaire W(0)W(0) = W(0).

Ces deux derniéres propositions réalisent une bijection entre Z(H, o)
et #(H, o) qui & ne Z(H, o) fait correspondre W_e #'(H, o) définie par
W, () = n(d,). On voit aisément que

3.2.3. Pour tout ne#(H, o), m est cyclique (resp. irréductible) si et
seulement si W, est cyclique (resp. irréductible).

Au lieu des systémes de Weyl de (H, o) nous sommes donc ramenes
a étudier les représentations n de A(H, o) telles que AeR - n(d,,) soit
continue pour tout Yy eH (i. e. me Z(H, 0)).

3.2. Formes positives de A(H, a).

Soit #, I'ensemble de toutes les fonctions f appliquant H dans C et
vérifiant

Z akajewwbwj)f(wj —yp)=0

k=1
pour tout a,C, y,eH, ke{l,2,...,n} et neN.

3.2.1. Pour tout [ € #, il existe une forme positive continue unique e,
telle que ®/dy) = f(¥) pour tout yeH.

Unicité : s'il existe une forme positive @, de A(H, o) telle que  (3,) = f(¥)
alors, pour tout

Za;éwl e A(H, o), wf( Za,-é,,.) = Zat-f(u'l,-)

i=1 i=1 i=1

ce qui implique l'unicité de .
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Existence : pour tout Za,&,'eA(H, o) (ou y;#y; si j# i), l'applica-

i=1

tion @, (qui applique A(H, o) dans C) définie par

o A( Za,.a,i) = Zaif(wi)

=1

est une forme positive continue. En effet, I'égalité ci-dessus définit bien w,
car les §, sont linéairement indépendants. La propriété

wda + b) = wa) + wb)

pour tout a, be A(H, o) résulte de la définition de w, valable méme si
les ¥, ie{1,2, ..., n}, ne sont pas tous distincts :

wfady + poy) = ol(a + B)oy) = (2 + B f(Y) = of () + B (¥).

La propriété w (xa) = aw {a) est évidente. w , est une forme positive puisque

oA( Q] (o) - o)

= i= J=

= Z aGa VI (Y — )

k,j=1

et puisque fe# ([3], 2.1.2, (3) et (4)) impliquent f(Y) = f(— ¥) et
| f(¥)| < f(0) pour tout Y € H. Cette derniére inégalité prouve la continuité

de w; car
w_r( Zﬂi‘sm) = Z la;|.| f(¥:) | < £(0). ” Zaiéal-
i=1 =1

i=1
Pour tout f € # soit n, la représentation associée a w, par la construc-
tion de Guelfand-Naimark ([3], 2.4.4).

1

3.2.2. Soit f un élément de #; pour que n,c R(H, o) il faur et il suffit
que Tapplication AeR — f(AY + @) soit continue quels que soient Y, ¢ € H.
Alors, @, peut étre étendue en une forme positive de A(H, o).

Si n,e Z(H, o), alors I'application
AER = Euaw'w){so i Wf(éu)s‘p) - f(‘w’ + ‘P)
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est continue pour tout ¢, Yy H (rappelons que a est I'image canonique
de ae A(H, o) dans I'espace de représentation H, de n;). Réciproquement
supposons que I'application 2e R — f(Ay + ¢) soit continue pour tout y,
@€H. Quel que soit ueH, nous savons qu’il existe un €lément

a= Za,ﬁ,ieA(H, o) tel que n Za,ﬁ,l — U H = ;
i =1

Donc

I addsn—nll<2p—al +| nd,,)a —a| £g+2{w,—(a*a)

— Rewr (a*d;,a) | = g = 2{ Z Etajehw'"w{f("’j -

kj=1

= Etajefcm.wemm+¢J~,*lf(ix,b + ;- .pk)}
kj=1

qui peut étre majoré par ¢ en choisissant A suffisamment petit, d’aprés
I’hypothése. La derniére partie de la proposition résulte du fait que

oda) = (3, | mda)d,)

pour tout ae A(H, o) et de 2.2.
Notons #, I'ensemble des éléments f € # tels que n e #.

3.2.3. Pour toute structure préhilbertienne o-permise de (H, o), pour
tout opérateur hermitien (pour la structure préhilbertienne choisie) B de H
et pour tout f € F o, lapplication AeR — n,(d,umy) (resp. yeH — n(d,))
est faiblement (ou fortement) continue quel que soit Wy € H, si et seulement
si Tapplication ie R — f(e'*By + @) (resp. f) est continue pour tout
@, Yy e H.

La démonstration de cette proposition est tout a fait analogue a celle
de 3272,

Notons # g (resp. #') 'ensemble des éléments fde #, tels que I'applica-
tion AeR — f(AY + @) (resp. f) soit continue quels que soient ¥, g H.
Evidemment #' < #,< #,< #. Les représentations associées aux
¢léments de %, sont toutes les représentations cycliques des relations de
commutation.

Considérons une structure préhilbertienne o-permise particuliére de
(H, o) et soit s la partie réelle du produit scalaire correspondant. Soit f;






