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C*-algébre de relations
de commutation
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J. MANUCEAU

ABSTRACT — We construct explicitly the abstract C*-algebra generated
by Weyl's operators. Its main properties and physically interesting
automorphisms are studied.

I. — INTRODUCTION

Dans tout ce qui suit, nous noterons R (resp. C), le corps des réels (resp.
des complexes).

Soit H un espace préhilbertien, ¢ la partie imaginaire du produit sca-
laire. o est une forme symplectique de H, c’est-a-dire, une forme R-bilinéaire

(olay + 2V, @) = aa(y, @) + 2'o(¥, @),
o(y, ap + 2'Q") = ac(Y, @) + d'aly, @),

pour tout a, a'eR et pour tout ¥, §', ¢, ¢’'e H), antisymétrique

(O{ws (P) . - U'(GD, W)

pour tout ¢, Yy eH) et réguliére (a(y, @) =0 pour tout ¥ eH, implique
¢ = 0). Un systéme de Weyl (ou représentation des relations de commuta-
tion) est une application W de H dans le groupe unitaire des opérateurs
bornés agissant sur un espace de Hilbert et vérifiant les deux propriétés :

a) W )W(ep) = e” ““2'W(y + @) pour tout ¥, peH,



140 J. MANUCEAU

b) .eR — W(A)) est faiblement (ou fortement) continue pour tout
YeH.

Nous voyons donc que les systémes de Weyl ne dépendent que de la
structure symplectique de H. Cela nous améne a considérer par la suite
un espace symplectique, c’est-a-dire, un espace vectoriel réel H muni
d’'une forme symplectique o. Cet espace sera noté (H, ¢). Dans certains
cas nous serons ameneés a considérer des structures préhilbertiennes o-per-
mises sur (H, o). Une structure préhilbertienne o-permise est donnée par
un opérateur linéaire J de H vérifiant : J2 = — 1, o(Jy, Jo) = oy, @) et
— a(Jy, ¥) = 0 pour tout ¥, e H. Alors en posant iy = Jy ou i est le
nombre imaginaire pur et s(y, @) = a(Jy, @) pour tout , p e H, H devient
un espace vectoriel complexe et h = s + io une forme hermitienne non
dégénérée de H. (H, h) est donc un espace préhilbertien et la partie imagi-
naire de h est précisément g, justifiant ainsi la terminologie.

Le but principal de cet article est de construire une C*-algébre associée
a un espace symplectique (H, o) (nous I'appellerons « C*-algébre des
relations de commutation » et la noterons A(H, o)), telle qu'il y ait une
bijection entre l'ensemble des systémes de Weyl de (H, o) et certaines
représentations de A(H, o).

Le deuxiéme chapitre est consacré a4 la construction de A(H, 0); le
troisiéme sera consacré aux principales propriétés de cette C*-algébre.

Nous étudions dans le quatriéme chapitre certains automorphismes
de A(H, o) ayant un intérét physique. Une étude analogue a déja été faite
dans [2]. Nous en avons repris les démonstrations, plus simples dans le
cadre présent.

2. — DEFINITION DE A(H, o)

2.1. Préliminaires.

Soit (H, o) un espace symplectique. Un sous-espace vectoriel E de H
est dit régulier si ¢ restreinte & E x E est réguliére. Soit & I'ensemble de
tous les sous-espaces vectoriels réguliers de H, de dimension finie.

2.1.1. & est un systéme filtrant (i. e. pour tout E,, E, €%, il existe
E e ¥ tel que E,u E, = E,) et absorbant

(i e.H=|_JE)

de H. Ec¥
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Cette proposition sera établie quand nous aurons prouvé que pour
‘tout sous-espace vectoriel de dimension finie E de H, il existe un élément F
de & tel que Ec F.

Soit E un sous-espace vectoriel de dimension finie de H et e; un élément
de E. Puisque o est réguliére, il existe f; € H tel que o(ey, f;) = 1 ; on pren-
dra f, dans E si possible. Notons E, le sous-espace vectoriel de H engendré
par le couple (e;, f,) et E'; le sous-espace orthogonal 4 E, (i. e. I'ensemble
des xeH tels que a(x, e;) = o(x, f;) =0). Il est clair que E; et E'; sont
réguliers et que H = E, ® E';. Montrons que E=E,nE@E', nE: si
xeE alors x =x; + x, ou x;€E; et x,eE’|. Il reste 4 démontrer que
x,eEetx,eE.Sif, eE, alors x; = ae; + Bf; ol a = a(x,, f)et B=ole,, x,)
ce qui implique x,€E et x, =x — x, €E. Si f, ¢ E, alors o(x, e;) =0 et
comme o(x,, e;) = 0 nous en déduisons que a(x,, ¢;) = 0 donc x, = ae, €E
ol a =a(xy, f;) et x, =x —x,€E. Si E'; nE # {0} nous recommence-
rons cette construction en prenant E’; au lieu de H et E'; n E au lieu de E.
Comme E est de dimension finie, en répétant cette construction un nombre
fini de fois nous obtiendrons un élément F de % (engendré par ey, f;,
e fa,--.,€en f;) tel que ECF. '

2.2. Définition de A(H, o).

Notons A(H, o) I'ensemble des fonctions qui appliquent H dans C et
qui s’annulent sur tous les éléments de H sauf sur un nombre fini d’entre
€ux.

2.2.1. A(H, 6) muni des lois, de Pinvolution et de la norme suivantes :

(@ + bXy) = aly) + by)
(x.a)y) = «.a(y)

(a.b)y) = Za(cp)bw, — e intew) = Z a(y — @)b(p)ei=@¥)

ocH pcH

a*(y) = a(— )
“ a !Il - Zl a((P) Iv va’ bEA(H’ G'), v'pEH, VGEC,
@eH

est une algebre normée involutive.

Les sommes qui interviennent dans les égalités ci-dessus ont un sens
car un nombre fini seulement de termes sont non nuls. La proposition
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est facile a établir ; montrons seulement que (a.b)* = b*.a* et que
lablly <laly-lblly:

(@ B )=V = ) GDH=F=Pe o= ) G~ = Ple”
) ]

= (b*.a*)y) et |a.bl, = Z |Za(<p)b(w — gle~iee)

¥vesH o@cH
< ZZIG&P)I by —@)<llal;. I bl
weH @eH
Notons 3, I'¢lément de A(H, o) qui vérifie : 5,(0) =0 si ¥ #¢ et
o,(0) = 1.
2.2.2. 6,0, =e WO, ., O est lélément neutre de A(H,o0);

(0)* =6_,=(8,)"". De plus Tensemble &6 = {d,|YyecH | est une base
de A(H, o).

Pour démontrer la premiére partie de la proposition il suffit d’utiliser
les définitions. § est un systéme libre car

E¢15¢‘=0¢“ Ea,éh = E |a;| =0<>a; =0, i=1,...,n
|
= =1

i=1
d est un systéme générateur a cause de la définition méme de A(H, o).

2.2.3. A(H, o) est simple.

Montrons que toute représentation n© non dégénérée de A(H, o) est
fidéle. A cause de ([3], 2.2.7) nous pouvons supposer que 7 admet un
vecteur totalisateur . Il est clair que n(d,) est I'identité puisque

m(dp)mlaWro = mlao

pour tout ae A(H, o). Nous allons démontrer par récurrence que
md) = { n(d,) |y eH }

est un systéme libre. Pour tout yeH, n(d,) # 0 car n(d_,) = n(d,)" "
Supposons que tous les sous-systémes de 7(d) de n éléments soient libres
et que

ntl

Za;éh =0

i=1
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Cette derniére égalité implique
(o) = Zbiém
i=1

ol @; = ¥; — Yps, € by = — a;@”¥n++®) D'ol, pour tout y €H,
1:(5,,)1:(60)1[(5_ *) = (Jo),

zbin(ém) = Zb,—e‘z“‘*""n(é,l).
i=1 i=1

L’hypothése de récurrence implique e~ 2“™¥®) = 1 pour tout ¥ € H, donc
@r=...=@,=0ety, = ... =y,

La complétée A,(H, o) de A(H, o) est une algébre de Banach involutive.
Elle est formée de toutes les fonctions a qui appliquent H dans C et en

c’est-a-dire

vérifiant ) |a(y)| < + oo (cette derniére condition implique évidem-

yeH
ment que a s’annule sur tous les éléments de H sauf sur un sous-ensemble

au plus dénombrable d'entre eux).
2.2.4. Ai(H, o) = M,(H, o).

Rappelons que M,(H, o) a ét¢ défini dans [/]. Il n'y a pas d’inclusion
au sens ensembliste, mais nous allons construire un monomorphisme
isométrique de A,(H, o) dans M,(H, o). Considérons ’homomorphisme
défini par T : é,€A(H, 6) = d,eM,(H, 6). Cest cette confusion de
notation que nous justifions. Montrons que T est isométrique. Pour tout

Za,&,i e M,(H, a),

im]

soit E un élément de & (ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension
finie et réguliers de H) contenant {y,, ..., ¥, }. Nous savons que

” Z“i‘sw = IES?HF?E) ' Z“if(l/’i)’ =< Z | o .
i=1 . IIfii:=: i=1 i=1

Montrons que cette borne est atteinte.
Posons a; = |a;| e pour tout j =1, ..., n. Considérons une structure
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préhilbertienne o-permise quelconque sur E (elles induisent toutes la
méme topologie puisque dim E < + o). E étant maintenant un espace
vectoriel topologique séparé nous pouvons construire des voisinages V;
des y; disjoints deux a deux. Soit g; la fonction continue a valeurs réelles
qui est égale a 0; sur y; et nulle en dehors de V;; alors f; = e”'9 est une
fonction continue telle que || f; . =1, f(¥)=e et fy(y) =1si y¢V .
Donc f = fi, f5, ..., [, est la fonction de € _(E) telle que || f ||, =1 et

(Z“"s**)‘f )= ZIa L

i=1
T est donc bien isométrique. Il s’étend a A,(H, o) en un monomorphisme
isométrique.

2.3. Définition de A(H, o).

Soit #(H, o) I'ensemble des représentations non dégénérées n de A(H, o)
vérifiant : AleR — n(d,,) est faiblement (ou fortement) continue quel
que soit e H.

2.3.1. Pour tout aeA(H, a), le nombre

| all = sup || n(a) |
nedl

est fini. L'application a — | a || est une norme sur A(H, o) vérifiant .
labll < flall.ibll » Na*li=lall et [a*all=]|al?
quels que soient a, pe A(H, o).

Nous avons déja vu dans 2.2.3 que pour toute représentation m non
dégéneérée de A(H, o) et pour tout yeH, n(d,) est unitaire ; par consé-
quent | n(d,) || = 1. Ceci implique, pour tout

n

Zaié*ieA(H, a), :r( Za,—ém) t < Zla,l = ” Zaié,'

i= i=1

L'application @ — | a | est une norme sur A(H, ¢) (2.2.3). Comme pour
tout me Z(H, o), nous avons | n(a*)| = | n(a)| et | n(a*a)| = || n(a)|?
nous en déduisons : ||a*|| = | a| et |a*a| = | a|?. De plus, quel que
soit ned(H,0), ||nla.b)|<|n(a)|.|nb)|<|al.|bl; donc

labll<lal-lbl

< + 0.
1
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Il est clair que I'algébre A(H, o) complétée de A(H, o) pour la norme
définie dans 2.3.1 est une C*-algébre. Elle est appelée : « C*-algeébre des
relations de commutation». La raison en apparaitra au paragraphe suivant.

Si ne A(H, o), | nla) | < | a || quel que soit ae A(H, o). Par conséquent
il existe une représentation unique 7' de A(H, o) telle que n'|A(H, ¢) = 7.
Pour cela dans tout ce qui va suivre nous supposerons que les éléments
de #(H, o) sont définis sur A(H, ).

3. — PROPRIETES DE A(H, o)

3.1. Représentations des relations de commutation.

Soit #'(H, o) 'ensemble des systémes de Weyl de (H, g).

3.1.1. Pour tout me R(H, o), l'application W définie par W(y) = n(4,)
pour tout e H, est un élément de W (H, o).

Cette proposition se déduit immédiatement des définitions de Z(H, o)
et #(H, o). Réciproquement nous avons

3.1.2. Quel que soit We W (H, o), il existe un et un seul élément n de
R(H, a) qui vérifie : n(é,) = W(Y) pour tout yeH.

Unicité : s'il existe me Z(H, o) vérifiant n(d,) = W(¥) alors, pour tout

Za,&h e A(H, o), n( ZG,{S,‘) = ZOEW(U'Q-'J

ce qui implique I'unicité de 7.

Existence : pour tout Za,«i,,eA(H, g) (ou y¥; # y; si i #j), I'applica-

i=1

’T( Zala*i) = Zacw(u’ls)

i=1 =1

tion n définie par

est un ¢élément de #(H, o). En effet, Iégalité ci-dessus définit bien = car
les J,, sont linéairement indépendants. Les propriétés n(a + b) = n(a) + n(b)
et n(a.b) = n(a).n(b) pour tout a, be A(H, ¢) se déduisent de la définition
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de m, valable méme si les ¥, ie{ 1,2, ..., n}, ne sont pas tous différents :

7(x8,+ BB,) = nl(x + P)S,) = (z + HW() = aW(Y) + FW(¥), pour tout a,
BeC et YyeH. La propriété n(xa) = xn(a) pour tout xeC et ac A(H, o)
est évidente. Enfin, n(a)* = m(a*) quel que soit ae A(H, o) car
W()* = W(— i) ; en effet, par définition méme de ¥ (H, o),

W)W(—y) = W(— ¥)W(Y) = W(0)

qui est I'identité, puisque dans le groupe unitaire W(0)W(0) = W(0).

Ces deux derniéres propositions réalisent une bijection entre Z(H, o)
et #(H, o) qui & ne Z(H, o) fait correspondre W_e #'(H, o) définie par
W, () = n(d,). On voit aisément que

3.2.3. Pour tout ne#(H, o), m est cyclique (resp. irréductible) si et
seulement si W, est cyclique (resp. irréductible).

Au lieu des systémes de Weyl de (H, o) nous sommes donc ramenes
a étudier les représentations n de A(H, o) telles que AeR - n(d,,) soit
continue pour tout Yy eH (i. e. me Z(H, 0)).

3.2. Formes positives de A(H, a).

Soit #, I'ensemble de toutes les fonctions f appliquant H dans C et
vérifiant

Z akajewwbwj)f(wj —yp)=0

k=1
pour tout a,C, y,eH, ke{l,2,...,n} et neN.

3.2.1. Pour tout [ € #, il existe une forme positive continue unique e,
telle que ®/dy) = f(¥) pour tout yeH.

Unicité : s'il existe une forme positive @, de A(H, o) telle que  (3,) = f(¥)
alors, pour tout

Za;éwl e A(H, o), wf( Za,-é,,.) = Zat-f(u'l,-)

i=1 i=1 i=1

ce qui implique l'unicité de .
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Existence : pour tout Za,&,'eA(H, o) (ou y;#y; si j# i), l'applica-

i=1

tion @, (qui applique A(H, o) dans C) définie par

o A( Za,.a,i) = Zaif(wi)

=1

est une forme positive continue. En effet, I'égalité ci-dessus définit bien w,
car les §, sont linéairement indépendants. La propriété

wda + b) = wa) + wb)

pour tout a, be A(H, o) résulte de la définition de w, valable méme si
les ¥, ie{1,2, ..., n}, ne sont pas tous distincts :

wfady + poy) = ol(a + B)oy) = (2 + B f(Y) = of () + B (¥).

La propriété w (xa) = aw {a) est évidente. w , est une forme positive puisque

oA( Q] (o) - o)

= i= J=

= Z aGa VI (Y — )

k,j=1

et puisque fe# ([3], 2.1.2, (3) et (4)) impliquent f(Y) = f(— ¥) et
| f(¥)| < f(0) pour tout Y € H. Cette derniére inégalité prouve la continuité

de w; car
w_r( Zﬂi‘sm) = Z la;|.| f(¥:) | < £(0). ” Zaiéal-
i=1 =1

i=1
Pour tout f € # soit n, la représentation associée a w, par la construc-
tion de Guelfand-Naimark ([3], 2.4.4).

1

3.2.2. Soit f un élément de #; pour que n,c R(H, o) il faur et il suffit
que Tapplication AeR — f(AY + @) soit continue quels que soient Y, ¢ € H.
Alors, @, peut étre étendue en une forme positive de A(H, o).

Si n,e Z(H, o), alors I'application
AER = Euaw'w){so i Wf(éu)s‘p) - f(‘w’ + ‘P)
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est continue pour tout ¢, Yy H (rappelons que a est I'image canonique
de ae A(H, o) dans I'espace de représentation H, de n;). Réciproquement
supposons que I'application 2e R — f(Ay + ¢) soit continue pour tout y,
@€H. Quel que soit ueH, nous savons qu’il existe un €lément

a= Za,ﬁ,ieA(H, o) tel que n Za,ﬁ,l — U H = ;
i =1

Donc

I addsn—nll<2p—al +| nd,,)a —a| £g+2{w,—(a*a)

— Rewr (a*d;,a) | = g = 2{ Z Etajehw'"w{f("’j -

kj=1

= Etajefcm.wemm+¢J~,*lf(ix,b + ;- .pk)}
kj=1

qui peut étre majoré par ¢ en choisissant A suffisamment petit, d’aprés
I’hypothése. La derniére partie de la proposition résulte du fait que

oda) = (3, | mda)d,)

pour tout ae A(H, o) et de 2.2.
Notons #, I'ensemble des éléments f € # tels que n e #.

3.2.3. Pour toute structure préhilbertienne o-permise de (H, o), pour
tout opérateur hermitien (pour la structure préhilbertienne choisie) B de H
et pour tout f € F o, lapplication AeR — n,(d,umy) (resp. yeH — n(d,))
est faiblement (ou fortement) continue quel que soit Wy € H, si et seulement
si Tapplication ie R — f(e'*By + @) (resp. f) est continue pour tout
@, Yy e H.

La démonstration de cette proposition est tout a fait analogue a celle
de 3272,

Notons # g (resp. #') 'ensemble des éléments fde #, tels que I'applica-
tion AeR — f(AY + @) (resp. f) soit continue quels que soient ¥, g H.
Evidemment #' < #,< #,< #. Les représentations associées aux
¢léments de %, sont toutes les représentations cycliques des relations de
commutation.

Considérons une structure préhilbertienne o-permise particuliére de
(H, o) et soit s la partie réelle du produit scalaire correspondant. Soit f;
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=1
la fonction définie par f(}) =e 20 pour tout YyeH. Il est démontré
dans [/] que f,e #'. La représentation n,, (notée aussi 7,) est appelée
« représentation de Fock » (ou « représentation de Schrddinger » si
dim H < + o). On sait que =, est irréductible, ou, ce qui est équiva-
lent, w, (notée aussi w,) est un état pur.

Supposons que dim H < + oo. J. von Neumann a démontré que toutes
les représentations me#(H, ¢) sont des sommes directes de représen-
tations unitairement équivalentes a =, [//]. Ceci implique : pour tout
xeH et tout neR(H, ), | n(x) | = || a(x) | = || x || et toutes les repré-
sentations de Schrédinger sont unitairement équivalentes.

Dans le cas ot la dimension de H est infinie nous pouvons avoir des
représentations de Fock non unitairement équivalentes.

3.3. A(H, o) est limite inductive de C*-algebres.

Le systéme % étant absorbant il est évident que A(H, o) = UA(E, o).
Ee¥

3.3.1. Pour tout Ec ¥, A(E, o) < A(H, a).

Comme A(E, ¢) = A(H, o), pour établir la proposition il suffit de prouver
que la norme de A(H, o) (notée || « ||) restreinte & A(E, o) est la méme que
celle de A(E, o) (notée | a|g). Pour tout me#(H, o), il est clair que
ng = n | A(E, 0)e Z(E, ¢). Or, d’aprés 3.2, pour tout acA(E, o),

I ma) | = || mela@) | = | @ [l
ce qui prouve :

lall = sup |ma)| =1|alg
ncR(H,o)

De 3.3.1 il résulte que si E et F sont deux éléments de ¥ tels que
E = F, alors A(E, ) < A(F, ¢). En outre, pour tout ne #(H, o) et tout
acA(H, ), | a| =| n(a)|. Cette derniére conséquence nous montre

que A(H, 0) = M,(H, 0) (2.2.4 et [I]).

3.3.2. A(H, 0) est la limite inductive de Tensemble de C*-algébres
{AlE, 0)|Ee ¥ }.

La notion de limite inductive a été définie dans [5]. Pour établir cette
proposition, il suffit de remarquer que

AH, o) = |_JAE o) = |_JAES) = & 3)

Ee¥ Ee¥

ANN. INST. POINCARE, A-VIII-2 11
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(3.3.1et 2.1.1) ce qui prouve que A(H,o) est la complétion de U A(E, o).

Ee¥

3.3.3. A(H, 6) n'est pas séparable.

Soit 7, une représentation de Fock particuliére de A(H, o). Pour tout
Y eH et non nul,

I 80 — 8y I = | m(do — 3,) II*

*(5 _ i g 2iah.0) - Lstv)
_ up 200 =55, .f)a)zzigg{l_m ey
5]

aeA(H.0) w(a*a)
Donc I'ensemble des boules ouvertes de centre 4, et de rayon . quand

¥ parcourt H, forme un ensemble non dénombrable d’ouverts de A(H, o)
deux a deux disjoints. Ceci prouve que A(H, o) n’est pas séparable.

3.3.4. Pour toute structure préhilbertienne oc-permise et pour toute
représentation n de A(H, o) telle que v — =n(d,) soit faiblement continue,

nous avons : | s
n(A(H, 0))" = n(A(H, 0))"

ou H est la complétée de H.

SiyeH — H, n(8,) peut étre approché (pour la topologie faible), d’aprés
'hypothése, par des éléments de la forme n(é,). Par conséquent n(A(H, o))
est dense dans n(A(H, ¢)), ce qui établit la proposition.

3.4. Décomposition de A(H, o) en produit tensoriel.

Soit o/ et # deux C*-algébres, .o/ x # leur produit tensoriel algébri-
que (=/ x 2 est donc une algébre involutive), 7, et n, deux représentations
fidéles de o/ et # respectivement. Pour tout

n

Zai x bl-(:'.d x B,
= H an(a,) X 1,(by) }

i=1

| 2=
i=1

Il est clair que I'application ae.o/ x # — | a| est une norme et que

l'algébre o/ ® # complétée de of x # pour cette norme, est une C*-algé-

bre. T. Turumaru (Téhoku Math. Journ., 4, 1953, 242) et A. Wulfsohn

posons
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(Bull. Sci. Math., 87, 1963, 13) ont montré que cette norme est indépendante

du choix de =, et =,.
Deux sous-espaces vectoriels réguliers E et F de H seront dits ortho-

gonaux, si pour tout ¥ € E et tout g€ F, oy, ¢) = 0. Ceci implique évidem-
ment ENF = {0}. Remarquons en outre que E® F est régulier.

3.4.1. Si E et F sont deux sous-espaces vectoriels réguliers et ortho-
gonaux de H, alors AE®F, o) = A(E, o) ® A(F, o).

Tout d’abord, il est évident que 'application

Fi Za,éw,w eAME®F,o0) — Za,&h x d,,€A(E, 0) x A(F, o),

i=1 i=]

est un isomorphisme algébrique. Il suffit donc de démontrer que y est une
isométrie puisque A(E @ F, o) et A(E, o) x A(F, o) sont denses respective-
ment dans A(E @ F, o) et A(E, o) ® A(F, o). Pour pouvoir calculer les
normes des éléments des deux algébres, nous allons construire des repre-
sentations de- Fock particuliéres de A(E ® F, o), de A(E, o) et de A(F, o).
Soit J, (resp. J,) un opérateur définissant une structure préehilbertienne
o-permise de E (resp. F). L'opérateur J=J, @I,y @ o)=J ¥ @ I,0
pour tout ¥ @ ¢ € E @ F), définit une structure préhilbertienne g-permise
de E®F; si s est la partie réelle du produit scalaire, elle est telle que :
veE et ¢eF implique s(y, ¢) = 0. Posons s, =s|E et s, =s|F ; pour
tout y @@ et ' @ ¢ €E @ F, nous avons :

s @ o, ¥ @ @) = 5,4, ¥) + 510, ¢).

Soit m, (resp. m,,, 7,,) la représentation de Fock de E @ F (resp. E, F) et
H; (resp. H,,, H, ) 'espace de représentation de =, (resp. ,,, , ), les élé-
ments de H, images canoniques des éléments de A(E @ F, o) (resp. A(E, o),
A(F, o)) (voir la construction de Guelfand-Naimark ([3], 2.4.4)) seront

notés
n n n
St o Y, Y o).
i=1 i=1 i=1

Nous allons prouver que H, est isomorphe 2 H, ® H,_; il suffit pour
cela de montrer que I'application

Zax e E 1y =2 Zaig;? ® 5‘;52 €H, ® H,,

i=1 i=1
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est une isométrie. En effet :

n n
2
/‘—_‘__ -
N E aio\": +oi =y § alaJ{us(éﬂ'i: i 5\#; o @J)
i=1 =1

n
_ otk — St )
= aae e

iol@i, @) - %sw: 9.0~ @)
e

= Z aiafmsa(éw:’ah)wn(awraw)

ij=1
n

aaf8,' ® 5,215,' ® 8,2

L
Sirons]
i=1

Le caractére isométrique de y se déduit immédiatement de :

]

Jie

iteite:

=1 j=1

= Zz“bm- ® 01*?-

i=1 j=1

= Z ya ib ﬂ,l(é,‘, )6*‘f ® nsz(aw;)‘swj ‘
i=1 j=
- [ 2‘7 nm(‘s\h) ® 7[51(5@l)j|( zbé\h ® 5:42)
i=

Un sous-ensemble {(e;, f;)|iel} de H x H est dit symplectique si
ale;, f;) =1 pour tout i€l et ale;, e) = ol [, f}) = ole;, f) si i #j. Si de
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plus I'ensemble U [ e, f;} est une base de H nous dirons que c’est une
iel
base symplectique.
3.4.2. Si H admet une base symplectique {(e, f)|iel}, A(H, a) se
décompose en un produit infini de C*-algébres.

La notion de produit infini de C*-algébres a été défini dans [5]. Notons
E, is.....ipy l'espace vectoriel engendré par { € firr -0 &, fi) } ; Evidem-
ment E; .. ., = E,®E,®...® E,-F.

Soit &’ le sous-ensemble de & formé par les sous-espaces vectoriels
Eiyia,.. i de H, (i, iy, ..., i;) parcourant I'ensemble des parties finies

de 1. Puisque U{ e, fi } est une base, il est évident que & est un sys-
iel

téme filtrant, absorbant de H. Par une démonstration analogue a celle

de 3.3.2, on montre aisément que A(H, o) est limite inductive des C*-alge-

bres {A(E,0)|Ee %' }. La proposition se déduit immédiatement de

I'égalité A(E

5)=AE,0)® ... ®AE,, o) (3.4.1 et [5].

(i1vi2s. . - 0ip)

4. — AUTOMORPHISMES
ET ANTIAUTOMORPHISMES DE A(H, o)

4.1. Etude de S(H, o).

Nous appellerons opérateur symplectique de (H, ¢), un opérateur
linéaire surjectif T de H vérifiant :

(1) o(Ty, Tp) = oy, )  pourtout ¥, peH.

Notons S(H, o), I'ensemble des opérateurs symplectiques de (H, o). Il est
évident que pour tout TeS(H, o), T~ ' eS(H, o) (grice a (1), T est injectif,
donc inversible). Comme de plus I'opérateur identité I est symplectique,
S(H, o) est un groupe multiplicatif.

4.1.1. Pour tout TeS(H, o), Fapplication 10y — Oy, peut s'étendre
en un automorphisme unique de A(H, o).

‘fr( zaﬂsm) N zaﬁm
i=1 i=1

Posons par définition
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Cette application est un automorphisme isométrique de A(H, o) car :

o Yoo jbﬁw)
Co )Y abees, )

iljl

o —ia(Ty i, Tej)
= z y“ibie kil ST
i

=1 =1

= Zaﬂswr ija'l'@; = tT( Za-‘sw.)- 5 ( yhfsw)
f=1 =1 ' 5=

S = Sl S

i=1 i=1 i=

-l = rTf. (évident).
S

rT( a‘s*():
= Zlail = |l Za%,

Pour montrer que 7 est isométrique pour la norme de A(H, o) il suffit de
remarquer que si ne #, 1 O 1y € #. En effet : pour tout

LB

y::,-é*. € A(H, o),

(S - T - S

(voir démonstration de 3.3.1). 7y s'étend donc en un automorphisme
unique de A(H, o) que nous continuons a noter .
Soit «(A(H, o)) le groupe des automorphismes de A(H, o).

4.1.2. Lapplication ©v: TeS(H, 6) - trex(A(H, o)) est un mono-
morphisme.
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Si T # T, il existe y € H tel que Ty # T'¥ ce qui implique
11(0y) = dgy # T1(8y) = Oty

d’ou t; # 7. De plus, pour tout

= Za,ﬁheA(H, o)

i=1

et pour tout T, T'eS(H, o),

(t1-1p)a) = ‘!T( Za;&r-*i) = Za,ﬁn—,,‘ = 7rrla) et 7(a) = a.

=1 i=

S(H, o) sera donc considéré comme un sous-groupe multiplicatif de
«(A(H, 0)). Remarquons que pour toute structure préhilbertienne o-per-
mise définie par J, le groupe S'(H, o) des opérateurs unitaires est un sous-
groupe de S(H, ). Dans ([2], 2.5) on peut voir un exemple de sous-groupe
de S'(H, o).

4.2. Etude de AS(H, o).

Nous appellerons opérateur antisymplectique de (H ¢), un opérateur
linéaire surjectif T de H vérifiant :

o(Ty, Tp) = —a(y, ¢) pourtout ¥, peH.

Notons AS(H, ¢), I'ensemble des opérateurs antisymplectiques de (H, o).
11 est évident que pour tout Te AS(H, o), T~ '€ AS(H, o) et que

S(H, ¢) U AS(H, o)
est un groupe. ‘
Nous dirons que { est un antiautomorphisme de A(H, o) si { est une
bijection de A(H, o) vérifiant :

{(aa + pb) = &l(a) + BL(b),
{(a.b) = L(a)(b)

et
{(a)* = {(a*)
pour tout
a, be A(H, o) et a, feC.

Notons A —x(A(H, o)) 'ensemble des antiautomorphismes de A(H, o).
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4.2.1. Pour tout TeAS(H, o), Fapplication 1y : 8, — &y, peut s'étendre
en un antiautomorphisme unique de A(H, o).

TT( Zai(s,h) - 2’0—'51‘*‘
i=1

i=1 i=

Posons par définition

et la démonstration de 4.2.1 se fait de fagon analogue a celle de 4.1.1.
4.2.2. L'application
7:TeS(H, o) UAS(H, 6) — trexA(H, 0))u A —x(A(H, 0))
est un monomorphisme.

Cette proposition se démontre de la méme fagon que 4.1.2.
Dans ([2], 3.3) on peut voir un exemple de sous-ensemble de AS(H, o).

4.3. Groupe d’automorphismes
associé a un opérateur hermitien de H.

Ce paragraphe généralise légérement ([2], 5). Soit i un opérateur de H
définissant une structure préhilbertienne g-permise, s la partie réelle du
produit scalaire et B un opérateur hermitien de H. Nous savons que le
sous-groupe {e"®|teR} du groupe des opérateurs unitaires S'(H, o)
de H, induit un sous-groupe { 7,us |[teR } de o(A(H, 7)) (4.1.1 et 4.1.2).

4.3.1. Soit B un opérateur hermitien de H et f un élément de F g tel que
f(&®Y) = f() pour tout yeH et tout teR et tel que LeR — f("®Y + ¢)
soit continue pour tout i, @€ H. Alors il existe une représentation unique
unitaire continue U, de R, telle que

7 (tn(@) = Ul (@U@* et U(t)a = Toun(a)
a étant l'image canonique de ae A(H, o), dans I'espace de représentation H, "

Il est évident par définition que w{7.un(a)) = w(a) pour tout reR et
tout ae A(H, o). Cette propriété s'étend a A(H, o) puisque o, et 7. sont
continus. Par conséquent la forme positive w est invariante par le groupe
d’automorphismes {t..s|teR}. La proposition se démontre comme
(2L 5.1.1)

Le théoréme de Stone ([8]) implique U {t) = ¢"“" ou C, est un opéra-
teur hermitien de H, que nous appellerons « opérateur infinitésimal
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associé a B et a f ». Il est clair que b, (vecteur « vide ») est vecteur propre

Lol 8, = 0. Notons A, I'opé-

de C, a valeur propre 0 puisque lti_l.]%
rateur de champs associé a 7, (i. e. n{5,) = ¢*"¥). Comme pour ([2],
5.1.2) nous avons

4.3.2: [Cr. Af¥))- = — iIAAIBY).

Remarquons que l'opérateur « nombre de particules » est I'opérateur
infinitésimal N, associé¢ a 1 et a f([2], 3.2) et que les opérateurs « impulsion-
énergie » sont les quatre opérateurs infinitésimaux #% (u =0, 1, 2 et 3)

0 :
associés respectivement aux opérateurs ig;‘; et 4 f quand H = K,

(solutions de I’équation de Klein-Gordon a énergie positive) est muni du
produit scalaire

hy, @) = j%@)*cpﬁm@)

([10], chap. IV et V) ([2], 5.4).

4.4. Groupe des automorphismes de jauge
de deuxiéme espéce de A(H, o).

Soit H' le dual algébrique H, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions R-linéai-
res sur H a valeurs dans R. Si  est un élément de 2, le théoréme de Stone
(voir [6]) implique n(8,) = "™ ou A(y) est hermitien. A qui est R-linéaire,
est appelé « opérateur de champ ». La transformation de jauge de
deuxiéme espése la plus générale de A, est de la forme : A — A, =A+y
ou ye H'. Pour obtenir une telle transformation pour tous les éléments
de #, nous allons définir un élément de a(A(H, 0)) qui transformera d, en
51(5*) = ei"(*’cs‘,, car

({,(8,)) = T(e*¥3,) = AW+ 2¥) _ piAx(¥)

4.4.1. Pour tout yeH', lapplication {,: 6, — €*¥§, peut s'étendre
en un automorphisme unique de A(H, o).

Posons par définition

Cz( Za,rah) = zaﬁlxwﬂt‘sh.

J=1 i=1
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Cette application est un automorphisme isométrique de A(H, o) car :

- Cz( Za,d,, o théﬂ) = Cx( Z zajbk‘?_m*"w")fshw,,)
k. k=1 =1 k=1

= — oy k) Hix (¥ + ox)
abe e Oy, +on
i=1 k=1
m

n
— Zajeizmﬂah : Zbkeiztml(;“

J=1 k=1

= gx( Z‘la,a*,).c,( th&..)
A Fon) - Sl $o0))

j=1 j=1 i=1
- {; ' ={_, (évident)

[T S,

On montre comme dans 4.1.1 que {, peut étre étendu en un automorphisme
unique de A(H, ¢) que nous continuerons a noter (,.

4.4.2. Lapplication { :yeH' — (,ex(A(H, o)) est un monomorphisme.

Supposons que {, = {,. Alors, pour tout Y €H ¢*¥5, = ¢* "5, ce qui

implique ¢ = ¢ pour tout Y €H. ([2], 6.1.1) montre enfin que y = 1"

De plus, il est évident que (,,, = {,.{, et que {o=F

H' peut étre considéré comme un sous-groupe abélien de x(A(H, ¢)).
Remarquons que si y, est défini par y,(¥) = — 20(p, ) pour tout

W eH, alors si ae A(H, a),

Cxu(a) =0,.0.0_,
car
0,040 o =€ 2“’“""”6,,.

{,, est donc un automorphisme interne. Ces automorphismes sont trés
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importants car ils sont implémentables pour toutes les représentations
de A(H, o) (i. e. pour toute représentation, = de A(H, o), il existe un opéra-
teur unitaire U de I'espace de représentation tel que n({, (a)) = Un(a)U~ X

pour tout aeA(H, a)).

4.4.3. Pour toute structure préhilbertienne o-permise et pour tout
y€H* (H* étant Tensemble des éléments continus de H'), {, est implémen-
table pour toutes les représentations n telles que Yy — n(d,) soit fortement
(ou faiblement) continu.

Montrons tout d’abord que m peut étre étendu en une représentation '
de A(H, o) (H étant I'espace de Hilbert complété de H) telle que

yeH - n(5,)

soit fortement (ou faiblement) continu. Soit # l'espace de représentation
de n. Pour tout {eH, l'application yeH — n(d,){ est uniformément
continue par hypothése.

D’aprés ([7], 3.15.6), elle peut-étre étendue a H. Pour tout e H et (e #,
notons n'(6,)¢ le vecteur llfri T(5,)E.

m'(d,) est donc un opérateur unitaire de . n’ peut étre considéré comme
une application linéaire sur A(H, ¢) en posant,

n’( Zaﬁm) = Za,n’(é*‘)

Za,é,,,.. eA(H, o).

i=1

pour tout

n’ est une représentation car pour tout ¥, ¢ H,

m(040,) = n'(5,)m'(8,)
et
(0, =7'(5-,)

En effet, pour tout £ > 0 et £ i,

| 7(8,0,08 — TG, |
< | e Om(Gy, )E — eV (5, ) |
+ 118} = WG Il + | M6, T(Bo)E — W(@y)m(B,)E |

ol ¥ et ¢'cH.
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D'aprés I'hypothése y et ¢’ peuvent étre choisis tels que
| 7'(8y84)¢ — ()M (0,) || < &

Comme ¢ et ¢ sont arbitraires nous avons

7'(6,0,) = '(6,)7'(d,)
Cette égalité implique

n'(8y) ' =7'(6-,)
donc

R(3,)* = 1(3_)
puisque n'(d,) est unitaire.
3.1.2 indique que 7’ admet une extension unique =" & A(H, o).
Supposons maintenant que y€ H*. D’aprés le théoréme de Riesz (voir

(7], 6.3.2)) il existe un vecteur YyeH tel que x(¢)= — 2a(y, ¢) pour
tout @ € H. Donc d’aprés ce que nous avons vu plus haut,

{fa)=0y.a.5_,

pour tout aeA(H, o). La démonstration s’achéve en remarquant que si
aeA(H, o), alors n({,(a)) = n'(é,)n(a)n'(d,)*. La réciproque de 4.4.3 est

4.4.4. Pour toute structure préhilbertienne o-permise et pour tout ye H'
vérifiant : {, est implémentable pour une représentation n telle que Y — n(d,)
soit fortement (ou faiblement) continue, alors ye H*.

Par hypothése ¢*¥'n(5,) = Un(5,)U* ou U est un opérateur unitaire de
I'espace de représentation #°. Si (e # et || & = 1 alors,

€1 = (U*n(8,)¢ | n(8,)U*E)

fonction continue en ¥ par hypothese ([2], 6.1.2) implique ye H*.
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