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SOMMAIRE

Jusqu'a présent il n'a pas été possible de construire
des modéles physiques dont les solutions ne soient pas des états
quasi-libres. Il est donc intéressant de faire une étude systématique
des stats quasi-libres en espérant que les propriétés trouvées

éclairent le problime de la construction de modéles non triviaux.

Ce travail se divise en quatre parties. La premiére concerne
1'étude des automorphismes (resp. antisutomorphismes) de la C‘-algébra
du champ de bosons libres, induits, par les opérateurs symplectiques

(resp. antisymplectiques) de l'espace'monoparticulaire.

La deuxiéme partie décrit la C*-algébre des relations de
commutation. On y trouvera aussi une étude de ses propriétés et de

quelques uns de ses automorphismes physiquement intéressants.

L'étude des <¢tats quasi-libres des relations d'anticommutation
et de commutation font reapeotiveﬁent 1'objet des parties trois et
quatres. On montre en particulier que les états quasi-libres purs
sont les états de Fock et que 1'on peut passer d'un état de Fock &
un autre par un automorphisme monoparticulaire (transformation de

Bogoliubov généralisée).
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DE LA C%- ALGEBRRE DU CHAMP DZ BOSONS LIBRES

Soient H wun espace vactoriel réel, ¢ une forme symplzcetique sur H,

¢’2st-h-dire, une forme bilindaire antisymétricue (o(¥,9) = -o(@,¥) pour tou

0#*- glgeébre du chenp de bosons

la référence [1.). Appelons opsrateur de
Jra N\ . .
(H,o) tout opérsateur lindaire surjecti
{'r!.:a n G’lmﬁr i ) = 't’i h\ 1 714 \ =
TeSD. T¥,Tp) = =o\¥,0) our tout ¥ et ¢ € H o Nous montrons gue ces
A i 2 N
. r (1 5 o 5
opérateurs induissnt sur Lﬁkﬁ,k/ des automcrphismes (resp. antiautomoryhismes )
.
qui sont une généralisaztion des automeorphismes (resp. antiauvtomorphismes) induits
s & - 7= iz = 3 3
par le groure ds Lorentsz £+Lr=sp. z¥) . Pour toute représentation de Fock, nous
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permise, nous étudions quelgues

sous groupcs importants du groupe des opérateurs symplsctiques : groupe de jauge

p >

de 18re espéce (d'ol l'existence de 1'cpdrateur " rombdre de particules” ) et lcs
I 1 ) et l¢

groupes d'impulsion—éneryie { %ol l'existence des cpérateurs "impulsion- dnerric
n= gnerpic®

o S . ) . e W . - o _
Nous faisons en ouire une étuds du spin isotepigue e% des opérateurs d'isossi

cette étude étant appligude ensuite au cas particulier des bosons scalaires

chargés et de la conjugaison de charge. Nous définissons enin, les automorphismes
de jauge de 2&me espice et dounnoms un critdre d'impldmentation pour une repré-
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by - Y = o3 (UM ) =
= @ W, « Done ¢ a“)-ﬂ\r‘
2 O~ U= tal que % - B = o 2 L J9 b{.\_a .Ja F s i o
Ty P K Y3
¥ X
; = w{{u_,E.)). @ est continue surJ Z ("1 oJ
{ i \ = @ ’q) u } = ‘t_j__‘) - ..b\ L ’-.a 117 =
W AP = &/ g g Fa BB g8
Yoo ,i‘.n & B P ] 3 !
- 6 §

giAr

/\‘\
lw(w E ))l = fo (e ) il g =l B, done peut-Sire étendue am-

3 s
Tl est évident que c'est un état de N, (4,5) puisqu'elle 1l'est sur. (:I,

Lontrons que « st pure. Supposons gque £ soit une forme positive sur

9 (H.o) i g . v (H.o) {1 s 5
4, (H,o) majorée par w, c'est=a-dire, que pour tout ¥ € ¥, (H,0) , £{u*u) € wlp®w

Nous allons montrer gqu'il existe M, tel gue I'= hw, svec 0 A € 1e Soient

E,» By ¢S tels que E_CEg j ceci implique que 3&123.‘“,0*5 C i, f,Esfﬂ. Pour tout

e BT
' —— / T ’/——'ﬁu_.‘__ ‘
b € M,(E ,0) , £((1 5B )% % (u0E )) € ol{u B, % x (B ) = o (u* xu ) ob
"-—..,__ /\

(,. »E ) € %, (Hyo)« L'application £t U, —> i‘((pa,Ea)) est une forme positive

continue de M, (B, ,0) , qui peut 8tre étendue & i, (=, ,o) , mejorée par o
]

C:cmme w  est une forme vure, il existe un nombre réel l tel que fa::)n.a w
et: 0 <A <1 ¢ De méne on montre que fﬁzkﬁmﬂ olt 0 £ 1B51.P011run

v, €N, (B,»9) tel que mﬂ(pa) # 0 { on pourrait prendre § ) , nous avons @
/ ) f.—’/\\,_ (\
£ = £{( B )) =8 } = E
-BUPEB’EQ P'a \kq’EB,Ea P B)) (pa’Ea” fa(ua) car (%303,: ud"BH“a’Ea)
D'ol nous tirons que lﬁ g {%B'Ec‘. .ua} = '.\.a ma(ua) ce gui impligue 7\5 = ',\u :

Scient maintenant E_ et Eﬁ deux éidmernts quelcongues de & . Nous savens qu'il
e

exciste E € = tel que E_UBEB, C « Dlapre 3 Lad =
v qQ E, UEg ET D'aprez ce qui précide la ?\.Y et
7\.§3= RT « Dfol ?ta= Ag= X et f=lw sur ',f,*f'j {(Hyo). Cette dgalité s'étend 2

M, (H,0) par continuité.



structures préhilbertisnnes o = pormises et que 3

et J' scient ceux opérateurs de H définissant deux

et ' soient les

parties réelles des formes hermitiennes correspondantes. Alors W, = W,

T RSN
)

4

1 212+ ( Supposons que J

E si et seulement si J = J°%.
Y, - A ¥ = ]
Wy = Wy > (0 " Q g F

car pour tout (uz’Ea} €

P -
1 E50) s 0B ) = e (B

- i . - — ] -y ar _5
si et seulement si uu(Q'slﬁa) = ua(ﬂ 3,!na},Camme a1(Ea,G) sépare EE(Ea) , nous

. t - ] )
avons Q aIEa =0 s'lEa‘ E

H, nous avons {I'_ = Q' ,
s

t
Q's =0 5,¢:::> s = s!

imjective et

g8 = st— = J?

1+2. Btude de 35(6*)

Notons par N, 1'idéal a zauche formé des

w {u®u) = ¢ et par I l'espace vectoriel X (
5 J'Q.s P i~ ":‘Jl \H,O-)/ N

étant quelgongue dens - et .- étant absorbani pour

@

Ls démonstration en  sens inverse est évidente.

sar liexponentielle est une fonetion

a{¥,¥) = s*(¥,¥) "pour tout ¥ € H, si et seulement

du fait gque o est rézuliére.

v e H1CH,05 tels que

« Nous savons gue
-

. s
@, Ppar passage au quotient, définit sur In, une structure préhilbertienne.
s
Dfaprés {([2], 2.8.5) et 1.1.1 s est un espace de Hilbert. Les éléments de

&

8

14241 ( L'ensemble A = | S;lqr ¢ Bl est total dsns I

I1 suffit de montrer que 4

Ql’
8

IQ' seront notés '#\‘oﬁ u € H1(H,01.

e *
s

-4 (HJU)/N 3
wS

est denss dans

a“



ctgsi-a=dire gue le sous ©€5pace ae 1 (H,a’) A orihozonal & A se réduit 2

A S

{0l : soient B € U (H,o) , tel que w{8,” X u) = 0, vour tout ¥ € H g eb

2 ~
(JG,EE) un élément de u tel que ¥ € E . Nous avons, w{é_gl X u) = m{a_‘? x @) =

wa(g_*

v
oy qui implique que (B *X #y X (G*E ))(0) = (b * x & at|E ) = o {u* xu ) =
24 & a [rd [rd 4 (74 @& a

% ga) = (.5_* X ua}(ﬂ‘ 'Ea) = (pa x (ot iEa})(*) =0, pour tout ¥ € Ea ’

- . ~
wp* x p) =0 ;3 d'olr BEN clest=a=dire u =0
s

1,2,2, ( Pour toute structure préhilbertienne o= pernise, 7:5{6?) est forte-

ment continue en ¥ .

n
Nous savons que pour tout H € H1 {H,O’), il existe V¥V = 2_, e S, tel
¥y
i=1
o~ ey 7y .
wo i-Slcon s ators I a8, = x(8, 015 Il = e Uar® oy, )
) o

s

- a(8,)1 8 lig It A8,y ) = (81 i+ 1o YoV il ¢ 2l -
o

!l

LR CREL CR N R o™

Dt " . . "
une pert, o dtant continue en ¥ il existe un voisinage V, de *o *

{ ~
tel que ¥ ¢V, imulique |1~ e*’*"o”‘*’)l < &/ ljulls D'autre pert , en posant
' — e 13 - \' - - r
LA *o 3 ii[ ﬁ(ais) I(‘Scll v || = "-’(V‘ X i 6_*| - 501 X [5‘#1 - SO] x v)

< 2fw(v* x v) = w(vPod - vl
n

Copme w(v® x &, x ¥) = \. a. . - -
( *1 ) L, ©s ._'} w ( """Y’j X 5‘,’_, x EVi) =
i’é=1



eio‘(%‘dﬂij ei’.?'(?i""i‘y*') Qe{‘u.*j-qi) est bien continue en ¥' ,

"
g

Gi c-j
.J
L, 5=1
il existe un voisinage V, de ¥, Yel que ¥ ¢ V, diaplique e 'x(f:*,)

ey

- x(s )1 vl <e/h . D'oh, ¥ eV, NV, impligue || [&(3,) - x(é,;,a N lise.

1:2:3 E Pour toute structure préhilbertienne o= permise de (H,o) et pour
tout ¥ € ¥ (complétion a8 H pour la norme H\#”Z = s(¥,%)),
1:(5*) e = ( 12, (H,0))* € ¢ (Iﬂ,)
Cette proposition est une conséquence imnédiate de 1.2.2.

Soient E_¢€ & , (e £) 4,

une base symplectigue de E
t well a

&t E;' =f{ yeH|Vope E“, o (V) =01, Ea étant régulier , EQ‘L l'est aussie.
Lrappilication Hy € X, (Ea,cr) ———J,'{_ua,Ea) € .'f,’?;'*(‘".:a,a) est un isomorphisme

liométrique ; nous identifierons donc les deux espaces. Notons par Ia 1l'espace

3;;12 (Ea,cr)/N et par I' 1'espace X, (E:,G)/N qui contiennent respectivement
w w
”~ & -~ L
= ¥ = 6
=18 iveE Tet ax =05 |v¥veE ],
142 % Ia X Ic': est dense dans Iq,.

Tout vecteur de H se met sous la forme unigue V¥ = #1 + ?2 ou

) - 3 ] ' ' L
¥ -z c:r(#,f‘i) e; -Zo(#,ai)fi €E, et ¥, =¥ -y €E .Ce qui implique
i=1 1=t

Qe &, =& 8, = A Al d
e ” ¢1x v et que A axiaCIaxIaCIﬁ, .

2

P - b .
2.1« Dous " montre que I‘z X Ic'! = IQ,.

1 est facile de vérifier sur 7, (E,,9) et #/,(E,o) que les éléments

de Li1 (Ea,c'i computtent avec ceux de i, (E;,o').






