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RESUME .

Nous donnons un critére appelé “critére de non dégénérescence”
pour qu'un systeme statistique admette une représentation . Nous montrons
que deux représentations “ isomorphes “, dun méme systéme statistique
non dégénéré, sont multiples I'une de I'autre .

La décomposition canonigue d'un opérateur, étudiée dans le

premier chapitre et appliquée a une représentation, montre que

r
U=12 l"’xi Ei ®V¥j
=
ol les A; sont les valeurs propres de la matrice d'inertie, les( €,); sont
les" vecteurs principaux” et les ( *i)i sont les "composantes principales”.

Nous définissons la notion de " somme de deux représentations "
d'un méme systéme statistique et montrons que toute représentation se
décompose en une “somme directe” de représentations “irréductibles” .

Nous faisons une Analyse Canonique de deux Sous espaces
vectoriels d'un espace euclidien et 1'appliquons a deux représentations.
Nous montrons aussi qu'une représentation comportant des parametres non
centrés, n'est jamais équivalente a la représentation correspondant aux
parametres centres.

En Analyse Factorielle Discriminante nous décrivons les centres
de gravite "intraclasse” et donnons des coefficients représentant la qua-
lité de cette description .

Dans le dernier chapitre nous définissons un “indice de corréla-
tion " entre deux parametres , compris entre O et 1 . Cet indice est nul si
et seulement si les parametres sont indépendants et égal a | si et seule-

ment si les paramétres sont égaux .



1. DECOMPOSITION CANONIQUE D'UN OPERATEUR

1.1._Notations et position du probléme.

1.1.1. Soit E et F deux espaces euclidiens de dimension L et n
respectivement , u une application linéaire de F dans E , u' sa transposée,
c'est-a-dire,

Wx€E, YyeF, <(xluy >=<Uu xly>.

Posons V=uu'etU=uu. Vs'appellera "opérateur d'inertie "

Nous allons établir, par 1a méthode des moindres carreés, 1a
décomposition spectrale de V et de U, dont I'existence est connue.
Nous chercherons ensuite une "écriture " de u et U qui " ressemble " a
une décomposition spectrale et que nous appellerons “décomposition
canonique "’

On peut admettre 'existence de 1a décomposition spectrale

de V et passer directement a 1.2.8.

1.1.2. Soit fi'f?_"”"fn une base orthonormale quelconque de F

et notons u; = u(fi) .On appelle " indice d'inertie de 1a famille (Ui)iEJ
n



par rapport a 0", 1'expression

n
lo= I lyli2
1=1

| 5 représente une "dispersion” des (u.). ¢y Par rapport a0 .

Notation : VkeN*, J, =(1,2,.,k]

1.1.3. Si West un sous-espace vectoriel de E, 1a projection
orthogonale de 1a famille (u,).

ilie ‘Jn dans W, aura un indice d'inertie note | oW

X
Vie[1,2,.,n )= Joy Y= o, +B ou €W et B.eW

lo = % luil2= Z, (o2 + 1 B{12) = 1g  + 1, w*

1 . ik - 5 .
[o,w représente une "distance” des (Ui)i e, a W. Cette distance est
d'autant plus petite que 1a "dispersion” | oW est plus grande .

1.1.4. Laprojection des (ui)i €J dans W, entraine une perte
n
d"information “ sur les (u;), *

coefficient |

Le "degré de fidélité" de cette projection, peut-étre repéré par le
o,w/lo

appelé " part d'inertie expliquée par W "

1.1.5. En statistique

M3

n
lo= ZP lIx{ll2 ob pj> 0 etZpi=1.

Les coefficients p; ne jouant aucun réle dans ce chapitre, nous les

supprimons. |1s seront remis a partir du chapitre suivant .
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1.2, Décomposition spectrale de V.

1.2.1. Proposition
l0 =Tr(V) = Tr(U).

Dém. lg = Z< Uil uj > = < ulfjl u(fy) >
1 1

=Z<fiIUf1>=Tr(U).
Remarque : | one dépend pas de 1a base choisie dans F. C'est donc une

caractéristique de u.

1.2.2. Proposition

Vx€E, si[x] est /e sous-espace vectoriel engenaré
parx , alors,
<X|Vx>

| >, R JS——
0,[x] LX|R %

Dém. Soit P[x] le projecteur orthogonal sur [x] .

X X
Proi(u;) = < u; | > .
Uil AT
n X X
| =7 < Uil >2 =% < ulf:)l e
o= <A N PT
u'(x) I u'GoOll2
=< fil Sl i et
i x|l x|l
< U0 u'x) > < X|Vx >
- < XX > B < Xl >

1.2.3._Proposition

IxeE rte/ que | ] soIrt maximum .

0,[x
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Dém. I'application

est continue sur 1a sphére unité car

I 'o,[x']' 'o,[x"]' =< XIVX >-< X VX" > |

€| <X VX >-< x| VX" > | +| < x] VX" >-< x*| Vx" >|
€] <xIV(X'-x") > |+ < x'-x" | VX" > |

20V Ix-x"1 .

Elle y atteind donc son maximum .

1.2.4. Proposition

| 0,(x] est maximum si et seulement si,x ést /e

vecteur propre de N correspondant a sa plus grande valeur

propré
. X <X|VX>
Dém. dapres 1.22. |, X]= ————
: cHlxs
. | < V>(I‘V2 X > < x[V3x >
onc | | I it MO
0,[Vx] < VX | Vx> < X| V2x >

or <x|Vx>2<<x1x>.<le2x>,

3 <X Vx > <X | V2>
dou

g
<X|Xx> <X| Vx>

Comme V > O, le produit scalaire< x|y >y = <X | Vy > est positif

dou < x| Vx >V2 g «<x|x>-V <Vx|Vx>V

2

et <x|V2x> § <XIV> <xlv3x>;
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<x|VZx> <x|V3x>

donc e ——
<Xl Vx> eRINEX >
< Xl Vx > <x|V2x> <X|V3x> [
| = < < = :
0,[x] <X x> < x| Vx > <X|V2x> 0,[Vx]

D'aprés 1.23., IX€E telquel soit maximum . Pour cet x ona donc

0,[x]
o[x1= lo[vx]
et <x[Vx>2= <X|x>< Vx|Vx>

ce qui établit 1a proposition .

1.2.5. Lemme .

37 W|<+ | est un sous-espace vectoriel ae aimensionk+1 tel/ qué

oW, sort maximum,

glors, 3 Wk c Wm te/ que aim ( Wk)= k et | 0W, maximum.

Dem. Soit Wk tel que dim W'k =ket 'o,W maximum .

k
nwtz(0].

wk+ 1 K

Prenons y € Wy, 1 N “QL ,y z 0 etposons Wy, =[yle W' . Alors,

low,,, = loly] *low > low ely] = lo,w, * lo,ly]

donc 'o,W" = lo,W'k puisque dim W" = k , et W" est le Wk cherche .



1.2.6. Théoréme

K€L . ¥ wk sous-espace vectoriel ge dimension kK , alors,

Io W est maximum si et seulement si , wk est somme ae
+¥%

SOUS-ESPaces proprés ae N corresponadant aux valeurs proprés

/es plus grandes .

Dém. raisonnons par récurrence surk .
1/ K=1 estvrai(1.24).
2/ Supposons la propriété vraie pourk <.

3/ Démontrons-1la pour k+! . Supposons que W, soit de

k+1

dimension k+1 et que | soit maximum.

o,wk

D'apres 1.2.5, 3wk C wk+l tel que dim Wk =Ket Io,wk maximum. En

+1

utilisant I'hypothése de récurrence , il ne reste plus qu'a montrer que

Wki N wk” est un sous-espace propre de V .

3

4 :

SANE
|

Prenons x € W x z 0 et montrons que Yye W

En effet |

oW, owelx] "~ Io,wk *loix 2 Io,wk@[y] = |o,wk *lotyl-

Donc 10 [x] est maximum sur Wk'L . Comme Wkl est invariant par V

(puisque W, est invariant ), on utilise 1.2.4 .

k

1.2.7 . Proposition

Vkst, 7 Wk ae aimension k, tel que 10 sort maximum .

W

Dém. raisonnons par recurrence .
1/K=1estvrai(1.24)

2/ Supposons 1a propriété vraie pour k <
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3/ Démontrons-1a pour k+1 . L'nypothése de récurrence affirme

I'existence de W, de dimension k tel que | soit maximum. D'aprés

K o,Wk

1.2.6. Wk est invariant par V ; il en est de méme de wk-L.1_2.3.. affirme

: §

I'existence de x€ Wk tel que | 1

0.[x] soit maximum sur wk . Montrons que

wk+ 1= wk + [x] est e sous-espace recherché . En effet, si W' est tel que

dimW =k+1 et lo,Wm maximum, alors ]o,W' > IO,WM'

Soit yew NW,* et W" tel que W' = W" + [y].

k

Ona | = 1

ow= low* lo,[y] 2 io,wk + Io,[x] . Or par hypothese lo,

. g
W o,Wk

et lO,[V] € IO,[X] .

w = low

D'ou | .
0 k+1

1.2.8 _ Théoréeme .

V aamet une decompaosition spectrale, cest-a-dire,

3k | ,E2,...,E r Sous-espaces vectoriel/s ae &, deux a deux
orthogonaux ,

A i )\2,..., }‘r , nombres strictements positirs,

aifférents deux 3 deux , tel que

r r
v.—,f:?s‘.PE , Ex(®E )@ Kerv,
= i '

=1
ou P£ est /e projecteur orthogonal sur £ Iz
2
Dém : supposons par commodité )\I > }\2 >. > >‘r > 0. Ce théoreme se

déduit aisément de 1.26et 1.2.7.

.
Si dimEj= ¢ alorsTr(V) =2 Ay .
' 2]

_8..






