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PHYSIQUE THEORIQUE. — Etude des systémes de spins. Note (*) de
MM. Jirome Mazvceau et  Jean-Cravne Tromiy, transmise par

M. Alfred Kastler.

Ce travail concerne un systéme d’électrons disposés sur un réseau. Nous classons
les états invariants par les automorphismes spatiaux, de la C*-algébre du systéme
considéré et montrons que les hamiltoniens formels d’Ising et d’Heisenberg induisent
un groupe d’automoerphismes de la C*-algébre. Nous identifions les états invariants
par ce groupe et déterminons les états pour lesquels I'hamiltonien de 1a représentation
associée est positif.

L’objet de cette étude est 'analyse d’un systéme d’électrons dont on
néglige le mouvement, et de disposition suffisamment réguliére pour
étre assimilée a celle d’un réseau. On suppose en outre le systéme invariant
par les permutations de tout nombre fini de points.

1. La C*-ALGEBRE ET LES ETATS INVARIANTS DU sysTEME. — Chaque
électron n’ayant que deux états physiques possibles (spin « en haut » et
« en bas »), on lui associe 'algebre de Clifford @ des matrices 2X 2. Le
cadre algébrique du probleme est fourni par le produit tensoriel infini de
cette algébre-type : & =:§)~ A@,;, ot @;= @ pour tout 1, v étant la dimen-
sion du réseau.

Posons : o’f‘=’_(§z)w v, ou v; est I'identité de @ pour j=£1i, et y; est la
matrice 5* de Pauli (2 =1, 2, 3).

L’algébre 7, algébre locale, est engendrée par les produits finis de tels
éléments. Une seule norme de C*-algebre [|[y*y| =1 7v|*] est possible
sur cette algébre. En complétant on obtient la C*-algébre F du systéeme.

Soit % le groupe des permutations d’un nombre fini de points de Z;

pour tout p€%S, lapplication o7, pour tout 1€Z’, s’étend en

un automorphisme unique {, de &.
Un premier lemme permet de caractériser les états de . Posons—
<
=

dans C* définie par

) I = [?J la base naturelle de G* et soit = la représentation de @
Y

7 (%) = a*P 0.
Lemme 1. — L'état positif le plus général de @ est le suivant :
pour tout YEA : paspc(Y)=(at+b{Bct|n(y)|at+b|Bct)

(avec ¢c=o0 si b=o0), ot a€C, b et c€ER*, avec |a|*+ b*+ ¢*=1. Les
élats purs sont ceux pour lesquels c= o.

Le théoréme suivant permet une paramétrisation des états de F inva-
riants par le groupe des automorphismes spatiaux (induits par $).



(2)

Tatorime 1. — Les états de F invariants par le groupe des automorphismes

spatiaux sont de la forme : Q) w;, ol ®;= g, 4. pour tout 1€ZL'. Ces états
=¥

sont factoriels; on les notera w, .. Ils se classent de la maniére suivante :
(1) Les états purs sont les états w, s .. Parmi ceuz-ci les états de Fock
sont les états w, 0,4 et Wo 4 o (tls s’annulent sur les produits impairs de c});
(2) @y,450: est Uétat central; il est de type Il,;
(3) wa,b,e, 0% b5£¢c, b~ 0 et c£ 0, sont de type 111 [leur étude est faite

dans (*), dans le cas ou a=o].

2. INTRODUCTION A LA DYNAMIQUE. — Les deux hamiltoniens formels
que nous étudions sont H; et Hy

Hl'—'-‘? 2 it The v Ty

=t Eyeens fy. €L
-
s ; (> > (+ - )
HH—E ? &ttt 00-04) - - G170,
r=1 .0 igr €L

a', a,_Ya“a’

a=1

“ou tous les coefficients sont négatifs, les coefficients g, ., étant

complétement symétriques dans leurs indices, les coefficients g, o ..,
I'étant dans les couples d’indices et aussi dans les transpositions internes
des couples et tous étant invariants par les translations de leurs indices.

S,=v|gi,h_,_,,", , cette sommation portant
£, £,

sur tous les indices sauf I'un d’entre eux i; (I'invariance par translation

des indices fait que cette somme ne dépend pas de I'indice manquant), sont

telles que

..... ar 1?7

2k5k<m, k38 < o,

k=1

H, est une généralisation de I'’hamiltonien d’Ising, tandis que Hy est
I’hamiltonien d’Heisenberg. ;

La substitution du hamiltonien d’Ising a celui d’Heisenberg réduit le
nombre d’états invariants temporels, et aussi celui des états pour lesquels
le hamiltonien de la représentation associée est positif. On se borne ici
a 'exposé des résultats concernant le modéle d’Ising. Le modéle d’Heisen-
berg sera exposé ultérieurement.

L’'invariance par translation implique que H, et Hy ne sont pas des

éléments de F. Par contre, 'opérateur adH,(adH,(y) =[H,, Y]- pour
tout YEF) est un opérateur de &F. :



Cida]

TrEorEME 2. — V.€Z' el w=1,2,3, la série de Dyson

Y (fi)!n [ad"H] o

n=o

est absolument convergente.

morphismes de F : ils eérifient : <(t)=(t')==<(t+ '), et constituent le
groupe temporel.

De plus, les opérateurs =(t)=exp{itadH,| (t€R) sont des auto-

Tutorime 3. — Un état w de F est invariant pour le groupe temporel
st et seulement st
woadH —o.
Alors
. 1 i . - 1 —'/——--—
T (7(f) y) =exp | aH{P | m(y) exp| — it H |, oo HRY —ad Hi(y),

¥ étant U'image canonique de y dans Uespace de représentation de w. Cet

opérateur Hy”, appelé hamiltonien dans la représentation =, est hermitien
non borné.

TutoriME 4. — Les seuls états w, , . invariants par le groupe temporel
sont les états de Fock, Uétat central et les étals w,,, ., b el cZ 0, b#Zec.

(1) Pour les états de Fock, I'hamiltonien est un opérateur positif.
(2) Pour Uétat central, cet opérateur est nul.

(3) Pour les états wy,, ., les valeurs moyennes de U'hamiltonien ne sont
bornées ni inférieurement, ni supérieurement.

Les démonstrations détaillées paraitront ultérieurement.

(*) Séance du 15 juillet 1968,
(') R. T. PoweRrs, Ann. M ath., 86, 1967, p. 138.

(Laboratoire de Physique théorique, Faculté des Sciences,
place Viclor-Hugo, Marseille, Bouches-du-Rhéne.)
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